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PRÉFACE 


Parmi  toutes  les  sciences  positives,  que  nous 
rangeons  assez  arbitrairement  sous  le  nom  com- 
mun de  Philosophie,  il  n'en  est  pas,  à  coup  sûr, 
qui  soient  parvenues  à  un  plus  haut  degré  de  pré- 
cision et  d'exactitude  que  la  Logique  formelle.  Il 
n'en  est  pas,  cependant,  dont  l'enseignement  tradi- 
tionnel, réitéré  sempiternellement  par  les  manuels 
anciens  et  modernes,  soit  plus  sujet  à  caution,  à 
confusion  et  à  erreur.  En  dépit  des  travaux  des 
Logisticiens  italiens,  anglais  et  français,  de 
Peano,  de  Padoa,  de  Russell  et  de  Couturat,  nous 
en  sommes  toujours  à  ressasser  et  à  remoudre  les 
mêmes  arguties  et  fausses  subtilités  de  PEcole.  Si 
encore  il  ne  s'agissait  que  d'être  incomplet  ou 
bizantin  :  mais  l'autorité  d'Aristote  et  la  tradition 
scolastique  ont  accrédité  une  foule  d'idola  fort, 
qui  rendent  inintelligible  la  procédure  de  la  pen- 
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sée  discursive  et  soulèvent  maints  pseudo-pro- 
blèmes, insolubles  parce  qu'inexistants.  Ce  petit 
livre  se  propose  de  faire  justice  de  ces  erreurs  et 
d'offrir  un  exposé,  suffisant  encore  que  très 
concis,  de  la  Logique  formelle  et  de  l'économie 
des  théories  déductives. 

La  logique  de  l'Ecole  se  réduit  à  l'étude  des 
classifications.  Elle  ramène,  à  très  peu  près,  la 
théorie  du  jugement  à  celle  des  jugements  d'inclu- 
sion, et  l'étude  du  raisonnement  aux  inférences 
immédiates  et  à  la  considération,  souvent  falla- 
cieuse, des  figures,  des  modes  concluants,  des 
formes  composées  et  imparfaites  du  syllogisme 
catégorique,  hypothétique  et  mathématique.  Ce 
faisant,  elle  accrédite  une  quadruple  erreur  : 
1°  Tout  jugement  simple  est  prédicatif,  et,  comme 
tel,  se  compose  d'un  sujet,  du  verbe  être  et  d'un 
attribut  ;  2°  Le  raisonnement  déductif  se  ramène  au 
syllogisme,  qui  va  du  général  au  particulier,  très 
rarement  de  l'égal  à  l'égal  (comme  dans  ce  que 
Ton  appelle  fort  improprement  le  syllogisme 
mathématique),  mais  jamais  du  particulier  au 
général  ;  3°  A  côté  du  raisonnement  déductif,  z7 
existe  une  autre  forme  de  raisonnement,  l'induction. 
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qui  va  du  particulier  au  général  ;  4°  Pour  rendre 
compte  du  mécanisme  de  la  démonstration  telle 
qu'elle  intervient  dans  les  théories  déductives,  il 
faut  faire  appel  à  autre  chose  que  le  raisonnement 
déductif  :  à  l'induction  ou  à  des  procédés  extra- 
logiques, susceptibles  de  procurer  une  évidence 
intuitive. 

La  première  erreur  est  commune  aux  scolasti- 
ques,  à  la  plupart  des  philosophes  classiques,  et 
elle  se  retrouve  dans  presque  tous  les  manuels 
scolaires.  Elle  a  conduit  Leibniz  à  son  panlogisme 
et  Kant  à  sa  théorie  des  mathématiques.  Elle  est 
radicalement  erronée  :  les  jugements  dïnclusion 
et  de  prédication  ne  sont  qu'une  espèce,  remar- 
quable d'ailleurs,  mais  très  particulière,  de  juge- 
ments de  relation.  Dissiper  cette  erreur,  ce  n'est 
pas  peu  faire,  car  c'est  renverser  du  coup,  pour 
une  simple  raison  de  logique  et  en  quelque  sorte 
de  grammaire,  la  philosophie  des  monades, 
comme  l'a  montré  Russell,  et  celle  de  YEsthètique 
transcendantale,  comme  l'a  établi  Couturat. 

La  seconde  erreur  est,  s'il  se  peut,  plus  grave 
encore  que  la  première  :  à  vouloir  faire  entrer  de 
force  le  raisonnement,  dit  déductif,  dans  le  lit  de 
Procuste  du  syllogisme,  on  risque  de  fausser 
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l'entendement  du  mécanisme  des  sciences  déduc- 
tives.  Comme  le  syllogisme  va  du  général  au  par- 
ticulier et  que  les  sciences  déductives  générali- 
sent sans  cesse,  on  en  vient  à  imaginer,  à  côté 
du  raisonnement  déductif,  un  raisonnement  en 
sens  inverse,  l'induction  qui  va  du  particulier  au 
général,  et  même  un  autre,  le  raisonnement  analo- 
gique, qui  va  du  particulier  au  particulier  :  c'est 
l'origine  de  la  troisième  erreur  précédemment 
signalée. 

En  réalité,  il  n'y  a  pas  deux,  ou  même  trois 
espèces  de  raisonnement:  le  raisonnement  est  déduc- 
tif ou  il  n'est  pas,  si  bien  que  l'expression  «  raison- 
nement déductif»  est  un  pléonasme.  L'induction 
est  un  procédé,  autre  que  le  raisonnement,  pour 
découvrir  la  vérité  ;  quant  au  raisonnement  ana- 
logique, il  se  ramène  au  syllogisme  à  majeure 
synthétique.  Le  syllogisme,  par  ailleurs,  n'est  pas 
l'unique  type  de  déduction  :  bon  an  mal  an,  il  faut 
se  résigner  à  admettre,  à  côté  du  syllogisme, 
d'autres  types  élémentaires  d'inférence  ;  à  côté  de 
la  logique  des  classes  et  des  propositions,  celle 
des  relations.  Le  raisonnement  n'allant  plus  exclu- 
sivement du  général  au  particulier,  on  pourra 
reconnaître,    dans    l'induction   baconienne,  ce 
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qu'elle  est  véritablement,  la  généralisation  hypo- 
thétique d'une  constatation  singulière,  empirique 
ou  intuitive,  et,  dans  le  raisonnement  analo- 
gique, une  association  d'idées  par  ressemblance. 

La  quatrième  erreur  dérive  des  deux  précé- 
dentes et  elle  est  intimement  liée  à  la  manière 
traditionnelle  d'exposer  la  méthodologie.  Celle-ci 
repose  aujourd'hui  encore  sur  l'antique  distinc- 
tion, abandonnée  par  tous  les  mathématiciens, 
mais  pieusement  conservée  par  les  philosophes, 
des  axiomes  ou  notions  communes  et  des  postu- 
lats ou  principes  propres  ;  et  elle  traite  axiomes 
et  postulats  comme  des  propositions  indémon- 
trables par  nature.  Elle  soulève  ainsi  le  pseudo- 
problème, qui  consiste  à  savoir  si  une  proposi- 
tion est  démontrable  ou  indémontrable  en  soi, 
sans  préciser  par  rapport  à  quel  système  de 
notions  et  de  propositions  premières  on  l'envi- 
sage, ce  qui  est  aussi  absurde  que  de  demander 
si  un  corps  est  en  mouvement  ou  en  repos,  sans 
préciser  à  quel  système  de  référence  on  le  rap- 
porte. C'est  méconnaître  le  caractère  purement 
relatif  et  conventionnel  des  qualificatifs  d'indé- 
montrable, appliqué  aux  propositions,  et  d'indé- 
finissable,  appliqué  aux  notions.   A  l'antique 
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distinction  des  axiomes  et  des  postulats,  il  con- 
vient de  substituer  celle  des  principes  logiques  et 
des  principes  propres  des  sciences  spéciales.  Parmi 
ces  derniers,  nous  en  distinguerons  de  trois  sortes, 
que  nous  avons  proposé  d'appeler  :  les  postulats 
d'existence,  qui  postulent  l'existence  logique  d'un 
certain  nombre  d'objets  indéfinissables,  dont  on 
dit  en  quel  nombre  ils  sont;  les  principes  forma- 
teurs, qui  permettent,  en  partant  de  ces  premiers 
objets,  d'en  obtenir  par  récurrence  indéfiniment 
de  nouveaux,  astreints  à  soutenir  avec  ceux  dont 
on  part  certaines  relations  ;  les  axiomes  de  rela- 
tions, qui  expriment  que,  si  certaines  relations 
existent  entre  des  objets  dont  l'existence  a  été  pos- 
tulée ou  construite,  de  nouvelles  relations  exis- 
tent encore  entre  eux.  C'est  aux  postulats  d'exis- 
tence et  aux  principes  formateurs  que  nous  avons 
demandé  d'expliquer  comment  se  concilie  la  néces- 
sité des  démonstrations  mathématiques  avec  leur 
nouveauté  et  leur  généralité  croissante.  Au  lieu  de 
chercher  à  en  rendre  compte  par  des  procédés 
extra-logiques,  tels  que  des  constructions  gra- 
phiques et  des  opérations  physiques  mentalement 
exécutées  (translation,  retournement,  rotation 
des  figures),  ou  encore  par  un  procédé  de  rai- 
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sonnement  qui,  sans  être  déductif,  emporterait 
la  même  nécessité  que  la  déduction  (l'induction 
complète  de  Poincaré),  nous  avons  montré  que  les 
principes  formateurs  permettent,  en  partant  des 
postulats  d'existence  d'une  théorie,  de  construire 
par  récurrence  des  objets  nouveaux,  de  plus  en 
plus  complexes,  au  sujet  desquels  on  démontre 
des  théorèmes  nouveaux,  de  plus  en  plus  géné- 
raux ;  la  démonstration  ne  consistant  jamais  à 
combiner  syllogistiquement  des  principes  uni- 
versels entre  eux,  mais  à  combiner  logiquement  des 
objets,  en  appliquant  ces  principes  à  ces  combinai- 
sons. 

Dans  cette  conclusion,  j'ai  l'heur  de  me  rencon- 
trer avec  un  maître  éminent,  M.  Goblot.  Ce  remar- 
quable logicien  a  eu  le  rare  mérite  de  signaler  le 
premier,  dans  sa  thèse  sur  la  Classification  des 
sciences,  l'incompatibilité  absolue  entre  la  concep- 
tion traditionnelle  de  la  déduction,  représentée 
comme  un  procédé  de  l'esprit  allant  toujours  du 
général  au  particulier,  et  la  procédure  des  sciences 
déductives  qui  généralisent  incessamment.  Il  a 
bien  vu  que  la  fécondité  de  la  démonstration 
réside  dans  l'activité  synthétique  de  l'esprit,  qui 


XII  PRÉFACE 

construit  de  nouveaux  objets  :  «  Démontrer,  dit- 
il,  c'est  construire  »(1)  ;  et  «  ce  que  Ton  construit, 
c'est  la  conséquence  même  que  Ton  veut  démon- 
trer ;  c'est,  par  exemple,  la  somme  des  angles 
d'un  triangle.  Cette  somme  n'est  pas  un  assem- 
blage de  syllogismes,  mais  un  assemblage  d'an- 
gles. En  arithmétique,  en  algèbre,  ce  que  l'on 
combine,  ce  ne  sont  pas  des  syllogismes,  mais  des 
nombres,  ou  des  symboles  qui  les  représentent, 
et  des  relations  entre  ces  nombres  et  ces  symbo- 
les (2)  ».  En  cela,  nous  sommes  parfaitement 
d'accord,  et  j'ai  peine  à  comprendre  comment,  en 
Y  Avertissement  qu'il  m'a  consacré,  placé  en  tète 
de  son  beau  Traité  de  Logique,  M.  Goblot  ait  pu 
s'y  méprendre  (3).  Mais  voilà  bien  où  commence, 
entre  lui  et  moi,  une  incontestable  divergence. 

Lorsque  M.  Goblot  parle  d'objets  sur  lesquels 
on  raisonne,  il  entend  des  droites,  des  angles,  des 
figures  réalisées  dans  l'intuition  spatiale;  lorsqu'il 
parle  d'opérations  constructives,  il  a  soin  de  nous 
renseigner  :  «  les  opérations  constructives  ne  sont 

(1)  E.  Goblot,  Traité  de  Logique,  Paris,  191 7,  p.  272. 

(2)  Ibid.,  p.  xxii. 

(3)  Ibid.  —  Cf.  L.  Rougieu,  A  propos  de  la  démonstra- 
tion mathématique,  réponse  à  M.  Goblot,  ap.  Revue  de 
métaphysique  et  morale,  sept.-oct.,  1919,  p.  590-616. 
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pas  des  opérations  de  l'esprit,  mais  des  opérations 
éxécutées  mentalement.  En  leur  essence,  elles  sont 
des  actions  externes,  par  exemple  des  mouve- 
ments. On  ne  tera  aucune  difficulté  de  l'admettre, 
s'il  est  prouvé  qu'il  en  est  ainsi  dans  les  plus 
abstraits  et  les  moins  empiriques  de  tous  les  rai- 
sonnements... En  géométrie,  l'importance  des 
constructions  graphiques  n'a  échappé  à  personne, 
mais  les  logiciens  sont  enclins  à  n'y  voir  que  des 
opérations  auxiliaires  ou  préparations  du  raison- 
nement. Elles  sont  le  raisonnement  lui-même... 
Les  opérations  du  raisonnement  géométrique  ne 
consistent  pas  seulement  à  tracer  des  lignes  nou- 
velles, mais  aussi  en  des  translations,  superposi- 
tions, rotations,  déformations,  etc.,  de  figures, 
enfin  en  des  mesures...  Ces  opérations  manuelle- 
ment exécutables,  et  manuellement  exécutées  dans 
les  applications  techniques,  sont  exécutées  menta- 
lement dans  le  raisonnement  géométrique  ».  De 
cette  taçon  de  voir  suit  une  conséquence  capitale, 
que  M.  Goblot  a  très  pertinemment  dégagée:  «  Le 
raisonnement  nest  jamais  indépendant  des  objets 
sur  lesquels  on  raisonne.  La  logique  formelle  est 
absolument  stérile  (1)  ». 
(i)  Traité  de  Logique,  p.  xxin. 
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Je  crois,  au  contraire,  que  le  raisonnement,  en 
tant  que  tel,  est  toujours  indépendant  de  la  nature 
particulière  des  objets  auxquels  on  l'applique  et  que 
sa  validité  dépend,  non  de  la  matière  dont  on  parle, 
mais  de  la  forme  de  ce  que  Von  dit  Lorsque  je 
parle  d'objets,  j'entends  parler  de  symboles  non- 
définis  ou  de  combinaisons  logiques  de  symboles, 
traités  comme  de  simples  variables  logiques  et 
susceptibles  d'interprétations  concrètes  les  plus 
diverses,  dont  je  n'envisage  que  les  propriétés  for- 
melles, et  les  lois  de  combinaison  énoncées  dans 
les  principes  'formateurs  de  la  théorie,  conformé- 
ment à  la  méthode  axiomatique  de  David  Hilbert. 
Lorsque  je  parle  d'opérations,  il  n  est  question 
que  d'opérations  logiques  (addition,  multipli- 
cation, itération  etc.)  ou  de  constructions  per- 
mises par  les  principes  formateurs  de  la  théorie, 
qui  expriment  que,  si  certains  objets  sont  posés, 
jouissant  entre  eux  de  certaines  relations,  de 
nouveaux  objets  sont  alors  posés  qui  soutiennent 
avec  les  premiers  et  entre  eux  de  nouvelles  rela- 
tions. En  aucun  cas,  il  ae  s'agit  d'objets  figurés 
ou  d'opérations  empiriques,  mentalement  exé- 
cutées. Les  principes  d'une  théorie  déductive 
sont  de  simples  fonctions  propositionnelles,  qui 
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deviennent  des  propositions  vraies,  moyennant 
certaines  interprétations  intuitives  données  après 
coup  des  symboles  qui  y  figurent  à  titre  de  va- 
riables. Il  en  résulte  que  le  raisonnement  est 
affranchi  de  la  matière  de  l'intuition  à  laquelle 
on  l'applique.  Une  théorie  dèductive  est  ainsi  une 
théorie  purement  formelle  :  cest  un  schème  logique, 
un  barème  de  déductions  toutes  faites,  susceptibles 
de  s'appliquer  aux  objets  et  aux  relations  particu- 
lières les  plus  variés. 

Le  caractère  formel  de  toute  théorie  dèductive, 
est,  avec  la  découverte  du  rôle  des  principes  forma- 
teurs, la  thèse  capitale  de  cet  ouvrage.  Lui  seul,  à 
mon  avis,  permet  de  comprendre  l'économie  de  la 
pensée  discursive,  le  mécanisme  de  la  démonstra- 
tion, la  distinction  des  sciences  formelles  et  des 
sciences  empiriques,  l'application  des  mathéma- 
tiques à  la  nature.  Le  nier,  c'est  mettre  en  ques- 
tion, comme  pense  le  faire  M.  Goblot,  l'existence 
même  de  la  Logique  formelle. 


CHAPITRE  PREMIER 


LA  LOGIQUE  DU  JUGEMENT 
ET  DU  RAISONNEMENT 


Avant  tout  autre  chose,  il  convient  de  définir  la 
logique  déductive  ou  formelle  et  de  la  bien  distin- 
guer de  la  logique  inductive. 

I.  —  Logique  déductive  et  logique  inductive 

Dans  son  acception  la  plus  générale,  la  Lo- 
gique est  l'étude  des  procédés  mis  en  œuvre  par 
l'esprit  humain  pour  parvenir  à  la  découverte  de 
la  vérité.  La  vérité  consiste,  soit  dans  l'accord  de 
nos  pensées  entre  elles,  vérité  formelle  ou  logique, 
soit  dans  l'accord  de  nos  pensées  avec  les  faits, 
vérité  matérielle  (intuitive  ou  empirique).  A  ces  deux 
sortes  de  vérités  correspondent  deux  sortes  de  lo- 
gique :  la  logique  formelle  ou  déductive,  appelée 
aussi  théorie  de  la  conséquence  ;  la  logique  maté- 
Rougier,  t 
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LES  THÉORIES  DÉDUCTIVES 


rielle  ou  inductive,  dite  encore  théorie  de  la  preuve. 
La  première  s'occupe  uniquement  de  garantir  la 
cohérence  de  nos  jugements  entre  eux,  indépen- 
damment de  leur  vérité  matérielle  :  elle  ne  re- 
quiert que  Yexistence  logique,  c'est  à-dire  la  non- 
contradiction,  des  objets  sur  lesquels  on  raisonne. 
Suivant  qu'on  la  considère  tour  à  tour  comme  une 
science  théorique  descriptive  ou  comme  un  art 
pratique  normatif,  on  peut  la  définir  :  la  connais- 
sance des  lois  ou  des  règles  qui  permettent  de  tirer, 
cTun  certain  nombre  de  notions  et  de  propositions 
premières,  de  nouvelles  notions  logiquement  exis- 
tantes et  de  nouvelles  propositions  nécessairement 
vraies,  à  condition  que  les  notions  premières  et  les 
propositions  premières  ne  soient  pas  contradictoires. 
La  logique  inductive  s'emploie  à  fonder  l'accord 
de  la  matière  de  nos  jugements  avec  les  faits  sur 
lesquels  ils  portent  :  elle  est  V étude  des  lois  ou  des 
règles  qui  permettent  d'énoncer  au  sujet  de  ces  faits 
des  propositions  expérimentalement  ou  intuitive- 
ment  vérifiées. 

A  ces  deux  sortes  de  vérités  correspondent  deux 
sortes  de  sciences  :  les  sciences  formelles  et  les 
sciences  delà  nature.  L'objet  des  sciences  formelles 
est  le  fruit  d'une  libre  création  de  l'esprit  du  sa- 
vant qui  pose,  par  convention,  un  système  de  no- 
tions et  de  propositions  premières,  astreint  à  n'être 
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pas  contradictoire,  pour  en  tirer  nécessairement, 
à  l'aide  des  règles  de  la  logique  formelle,  une  suite 
ordonnée  de  notions  et  de  propositions  nouvelles  : 
il  n'est  question  en  cela  que  d'assurer  la  cohé- 
rence logique  de  cette  série  de  constructions  et  de 
déductions  purement  formelles.  L'objet  des 
sciences  de  la  nature  préexiste  à  l'esprit  du  sa- 
vant ;  il  lui  est  imposé  du  dehors  et  le  savant  doit 
se  soumettre  passivement  aux  faits  qui  lui  sont 
présentés  :  il  doit  les  analyser  pour  les  résoudre 
en  leurs  facteurs  simples  et  découvrir  les  lois  aux- 
quelles obéissent  ces  derniers. 

Dans  la  suite,  nous  nous  occuperons  unique- 
ment de  la  Logique  formelle. 

II.  —  LES  DIFFÉRENTES  SORTES  DE  JUGEMENTS 

Il  y  a  deux  sortes  de  jugements,  les  jugements 
simples  et  les  jugements  composés. 

Les  jugements  simples  affirment  ou  nient  une 
relation  entre  deux  ou  plusieurs  notions.  On  peut 
les  distinguer  en  trois  catégories  :  1°  les  jugements 
d'existence,  qui  indiquent  qu'un  certain  sujet  (in- 
dividu ou  classe)  appartient  ou  non  à  l'univers  du 
discours  (existence  logique)  ou  à  l'univers  sen- 
sible (existence  intuitive  ou  empirique);  2°  les 
jugements  d'inhérence,  qui  affirment  ou  nient  l'ap- 
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partenance  d'un  individu  à  une  classe  ou  l'inclu- 
sion d'une  classe  dans  une  autre  ;  3°  les  jugements 
de  relation,  qui  énoncent  qu'une  relation,  autre 
que  l'appartenance  ou  l'inclusion,  existe  ou  non 
entre  deux  ou  plusieurs  objets  ou  classes  d  objets  : 
«  Pierre  est  le  père  de  Paul  »,  «  le  point  A  précède 
le  point  B».  On  voit,  par  ces  exemples,  qu'on  ne 
saurait  ramener  les  jugements  de  relation  à  des 
jugements  d'inhérence,  puisque  les  deux  termes, 
entre  lesquels  ont  lieu  les  relations  précédentes 
de  parenté  et  d'ordre,  sont  des  individus  singu- 
liers, c'est-à-dire  ont  même  extension  et  ne  peu- 
vent par  suite  s'inclure  l'un  dans  l'autre. 

Les  jugements  composés  affirment  ou  nient  une 
implication  entre  deux  jugements  simples  ou 
deux  groupes  de  jugements  simples  associés  alter- 
nativement ou  simultanément.  Ils  se  peuvent  ré- 
partir en  deux  catégories  :  1°  les  jugements  dé  vé- 
rité qui  énoncent  qu'un  jugement  simple  implique 
le  vrai  ou  le  taux,  logiquement  ou  empiriquement  ; 
2°  les  jugements  hypothétiques  qui  expriment  que, 
si  une  certaine  condition  vient  à  se  réaliser,  il 
s'ensuivra  une  certaine  conséquence. 

La  combinaison  de  jugements  simples  ou  com- 
posés, à  l'aide  de  l'addition  ou  de  la  multiplica- 
tion logique,  donne  lieu  aux  jugements  conjonc- 
tifs  et  disjonctifs. 
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La  quantité  des  jugements  n'est  pas  une  pro- 
priété que  l'on  puisse  définir  univoquement  pour 
toute  espèce  de  propositions.  On  peut  convenir 
d'appeler  universels  les  jugements  d'inhérence, 
d'existence  et  de  relation,  lorsque  le  prédicat, 
l'existence  ou  la  relation  y  sont  affirmés  ou  niés 
de  toute  une  classe  d'individus  ;  particuliers,  lors- 
qu'ils sont  affirmés  ou  niés  d'une  partie  seule- 
ment des  individus  d'une  classe  ;  singuliers,  lors- 
qu'ils sont  affirmés  ou  niés  d'un  seul  individu 
pris  comme  sujet.  Les  jugements  composés  peuvent 
être  dits  généraux  ou  universels,  si  les  objets  qui  y 
figurent  ne  sont  pas  déterminés,  c'est-à-dire  si  on 
peut  les  remplacer  par  de  simples  symboles  ou 
variables  logiques  ;  singuliers,  si  les  objets  qui  y 
figurent  sont  déterminés  individuellement  et  nom- 
mément. Ainsi  les  propositions  :  «  si  deux  points 
quelconques  x  et  y  sont  donnés,  ils  déterminent 
toujours  une  droite  »  et  «  si  x  est  un  homme,  a;  est 
mortel  »  sont  des  propositions  générales  :  «  si 
Pierre  est  homme  de  parole,  il  viendra  »  est  une 
proposition  singulière. 

Au  point  de  vue  de  la  relation,  qui  se  rapporte  à 
la  nature  de  l'affirmation  y  contenue,  les  juge- 
ments sont  catégoriques  ou  hypothétiques.  Ils  sont 
catégoriques,  lorsqu'ils  affirment  ou  nient,  sans 
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condition,  l'existence  d'un  objet  (individu  ou 
classe),  d'une  relation  entre  deux  ou  plusieurs  ob- 
jets, ou  la  vérité  d'une  proposition  ;  ils  sont  hypo- 
thétiques, lorsqu'ils  affirment  ou  nient  une  im- 
plication entre  une  condition  et  une  conséquence, 
sans  que  l'on  dise  si  la  condition  envisagée  est  lo- 
giquement possible  ou  empiriquement  réalisée. 
Les  premiers  comprennent  :  1°  les  jugements 
simples  d'existence  et  les  jugements  composés  de 
vérité;  2°  les  jugements  particuliers  d'inhérence; 
3°  les  jugements  particuliers  et  singuliers  de  rela- 
tion. Aux  seconds  appartiennent:  1°  les  jugements 
universels  d'inclusion  et  de  relation  qui  peuvent 
toujours  s'exprimer  sous  forme  hypothétique, 
grâce  à  l'introduction  d'une  variable  auxiliaire  (en 
transformant  la  notion  du  sujet  en  fonction  lo- 
gique) :  «  tous  les  hommes  sont  mortels  »  équi- 
vaut à  dire  :  «  si  x  est  homme,  il  est  mortel  »  ; 
«  tous  les  points  d'une  droite  a  sont  situés  sur  un 
même  plan  a  »  signifie  :  «  si  x  est  un  point  de  la 
droite  a,  x  est  situé  sur  le  plan  a  »  ;  2°  les  juge- 
ments hypothétiques  qui  expriment  une  implica- 
tion entre  des  jugements  simples,  conjonctifs  (ju- 
gements simples  alternativement  associés)  ou  dis- 
jonctifs  (jugements  simples  simultanément  asso- 
ciés). 

Tous  les  jugements  simples  catégoriques  sont 
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des  jugements  d'existence.  Ils  ne  diffèrent  entre 
eux  qu'en  ceci  :  tandis  que  les  jugements  particu- 
liers ou  singuliers  d'inhérence  et  de  relation  re- 
viennent toujours  à  affirmer  ou  à  nier  l'existence 
logique  ou  empirique  d'un  ou  plusieurs  individus 
assujettis  à  vérifier  une  certaine  relation,  les  ju- 
gements d'existence  posent  ou  nient  l'existence  de 
certains  objets,  sans  rien  spécifier  sur  leurs  con- 
ditions d'existence.  Ainsi  :  «  quelques  hommes 
sont  Européens  »  signifie  :  «  il  existe  empirique- 
ment quelques  hommes,  qui  sont  natifs  de  l'Eu- 
rope »  ;  «  quelques  triangles  sont  équilatéraux  » 
revient  à  dire  :  «  il  existe  logiquement  des  indi- 
vidus qui  appartiennent  en  même  temps  aux 
classes  des  triangles  et  des  figures  équilatérales  »  ; 
«  A  précède  le  point  B  »  équivaut  à  :  «  il  existe  un 
point  A  qui  est  assujetti  à  précéder  le  point  B  ». 
Ces  propositions,  composées  d'une  principale  et 
d'une  relative,  enveloppe  un  double  jugement  :  un 
jugement  d'existence  et  un  jugement  d'inhérence 
ou  de  relation  :  il  existe  un  point  A  ;  ce  point  est 
assujetti  à  précéder  le  point  B. 

De  la  nature  existentielle  des  propositions  par- 
ticulières d'inhérence  suit  la  fausseté  des  règles  de 
la  subalternation,  de  la  conversion  partielle,  et  de 
quatre  modes  du  syllogisme.  De  ce  que  A,  l'uni- 
verselle affirmative,  est  vraie,  il  ne  suit  pas  que  I, 
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la  particulière  affirmative,  le  soit  :  en  effet,  de  ce 
qu'un  individu  est  mortel,  dès  qu'il  appartient  à 
la  classe  des  hommes,  il  ne  suit  pas  qu'il  existe 
empiriquement  des  êtres  humains  ;  de  même,  on 
ne  saurait  conclure  de  A,  par  conversion  partielle, 
qu'il  existe  empiriquement  quelques  mortels  qui 
soient  dès  hommes.  Si  la  conversion  partielle  est 
erronée,  il  faut  conclure  à  l'invalidité  des  quatre 
modes  du  syllogisme  où  elle  intervient,  à  savoir 
des  modes  en  Darapti,  Felapton,  Bramantip,  Fe- 
sapo.  De  deux  universelles,  pas  plus  que  d'une 
seule,  on  ne  saurait  conclure  une  particulière,  car 
cela  reviendrait  à  déduire,  d'une  ou  plusieurs 
propositions  hypothétiques,  une  proposition  caté- 
gorique :  on  a  beau  accumuler  des  hypothèses, 
jamais  elles  n'équivalent  à  une  affirmation  caté- 
gorique. 


III.  —  La  modalité  des  jugements 


La  modalité  des  jugements  se  dit  de  la  nature  de 
leur  vérité  et  du  degré  de  certitude  qui  s'y  at- 
tache. 

Comme  il  y  a  deux  sortes  de  vérité,  il  y  aura, 
sous  ce  rapport,  deux  sortes  de  jugements.  Un  ju- 
gement sera  dit  formellement  vrai,  relativement  à 
un  système  de  notions  et  de  propositions  pre- 
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mières,  si  on  peut  l'en  déduire  au  moyen  des  seules 
règles  de  la  logique  ;  il  sera  dit  matériellement  vrai, 
s'il  est  d'accord  avec  les  données  de  l'intuition  ou 
de  l'expérience. 

La  vérité  tonnelle  ne  garantit  que  l'accord  de  la 
pensée  avec  elle-même  ;  elle  est  toujours  relative, 
en  ce  sens  qu'une  même  proposition  peut  être  for- 
mellement vraie  en  partant  d'un  certain  système 
de  notions  et  de  propositions  premières,  et  for- 
mellement fausse  à  partir  d'un  autre  système. 
Ainsi  le  théorème  :  La  somme  des  angles  d'un 
triangle  est  égale  à  deux  droits,  est  formellement 
vrai  en  partant  des  postulats  d'Euclide,  formelle- 
ment faux  en  partant  de  ceux  de  Lobatchefski.  En 
ce  sens,  toute  proposition  formellement  vraie  est  hy- 
pothétiquement  nécessaire  :  elle  ne  s'impose  à  l'es- 
prit qu'à  la  condition  d'admettre  un*  certain  sys- 
tème de  notions  et  de  propositions  premières,  dont 
elle  ne  fait  pas  partie  intégrante,  et  dont  on  peut 
la  déduire  à  l'aide  des  seules  règles  de  la  logique. 
C'est  ainsi  que  la  fameuse  proposition,  si  souvent 
invoquée  par  les  Rationalistes  et  par  Kant  comme 
exemple  d'une  vérité  inconditionnellement  néces- 
saire :  2  plus  2  font  4,  ne  s'impose  à  notre  enten- 
dement de  tout  le  poids  du  principe  de  contradic- 
tion, qu'à  la  condition  d'admettre,  au  préalable, 
la  définition  des  quatre  premiers  nombres  entiers, 
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la  propriété  associative  de  l'addition  des  nombres 
entiers  et  le  principe  logique  delà  substitution  des 
équivalents.  C'est  ce  que  Leibniz  avait  en  partie 
reconnu  :  «  Ce  n'est  pas  une  vérité  tout  à  fait  im- 
médiate que  2  et  2  font  h.  » 

La  vérité  matérielle  garantit  l'accord  de  la  pen- 
sée avec  les  faits,  en  entendant  par  «  faits  »,  soit 
les  données  de  l'expérience,  soit  les  données 
de  l'intuition.  Une  même  proposition  peut  être 
formellement  vraie  et  matériellement  fausse, 
Ainsi  le  théorème  :  La  somme  des  angles  d'an 
triangle  est  inférieure  à  deux  droits,  est  formelle- 
ment vrai  si  l'on  part  de  la  géométrie  de  Lobat- 
chefski,  et  matériellement  faux  si  l'on  désigne,  par 
le  terme  triangle,  des  triangles  empiriques  recti- 
lignes  euclidiens. 

Dans  les  sciences  déductives,  la  vérité  formelle 
des  propositions  seule  importe.  C'est  pourquoi  on 
peut  avantageusement  remplacer  les  notions  pre- 
mières par  des  symboles  non  définis.  C'est  ainsi 
que  les  théorèmes  de  la  géométrie  de  Lobatchefski 
étaient  formellement  vrais  à  l'époque  où  l'on  n'en 
connaissait  pas  encore  d'interprétation  intuitive 
satisfaisante.  Un  raisonnement  étant  donné,  nous 
appellerons  sa  matière  le  contenu  des  proposi- 
tions qu'il  enchaîne;  nous  appellerons  sa  forme  le 
type  logique  auquel  il  se  réduit,  en  remplaçant 
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les  termes  spéciaux  qui  y  figurent  par  des  va- 
riables logiques.  Nous  pourrons  alors  énoncer  le 
principe  de  V indépendance  de  la  forme  à  l'égard  de 
la  matière  : 

La  validité  d'un  raisonnement  ne  dépend  pas  de 
la  matière  dont  on  parle,  mais  de  la  forme  de  ce 
qu'on  dit. 

Il  résulte  de  ce  principe,  que  la  vérité  matérielle 
des  principes  propres  d'une  théorie  déductive  ne 
rentre  jamais  en  ligne  de  compte  au  cours  des  dé- 
monstrations, et  que  la  vérité  formelle  des  théo- 
rèmes qu'on  en  déduit  ne  préjuge  jamais  rien  con- 
cernant la  vérité  ou  la  fausseté  matérielle  des 
théorèmes  et  des  principes.  D'où  ce  corollaire  très 
important  : 

La  nécessité  formelle  des  théorèmes  ne  dépend  ja- 
mais de  la  nécessité  des  principes  propres  dont  on  les 
déduit.  Elle  dépend  uniquement  de  la  nécessité  des 
principes  communs  de  la  Logique  formelle,  à  laide 
desquels  on  les  déduit. 

Il  y  a  deux  sortes  de  certitude  :  la  certitude  apo- 
dictique  et  la  certitude  assertorique.  La  première 
s'entend  proprement  de  la  nécessité  des  principes 
communs  de  la  Logique  formelle,  et  ifhproprement 
mais  suivant  l'usage,  de  la  nécessité  formelle  des 
propositions  déductivement  établies  :  impropre- 
ment, car  la  nécessité  de  ces  propositions  n'est, 
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comme  nous  l'avons  vue,  qu'hypothétique.  La  cer- 
titude assertorique  est  celle  des  propositions  ma- 
tériellement vraies,  c'est-à-dire  empiriquement  ou 
intuitivement  constatées.  Les  principes  propres 
des  sciences  déductiues  n'ont,  au  point  de  vue  dé- 
ductif,  aucune  valeur  de  vérité  :  ils  ne  sont  pas 
formellement  vrais,  puisque  cela  impliquerait 
qu'ils  soient  réductibles  à  d'autres  propositions, 
ce  qui  est  exclu  par  hypothèse  ;  ils  peuvent  être 
assertoriquement  vrais,  mais,  en  vertu  du  principe 
de  V indépendance  de  la  forme  à  V égard  de  la  ma- 
tière, on  n'a  pas  à  s'en  préoccuper.  Ils  jouent  le 
rôle  de  simples  conventions  ;  ou  encore,  suivant  le 
langage  des  Logisticiens,  ce  sont  des  fonctions pro- 
positionnelles,  qui  ne  sont  ni  vraies  ni  fausses, 
mais  sont  susceptibles  de  devenir  telles,  moyen- 
nant certaines  interprétations  des  variables  lo- 
giques qui  y  figurent.  Ainsi,  apodictique  se  dit 
toujours  de  la  vérité  formelle  des  principes 
communs  de  la  Logique  ou  des  propositions  dé- 
ductivement  établies,  dont  on  démontre  la  néces- 
sité intelligible  ;  assertorique  se  dit  toujours  de  la 
vérité  matérielle  de  propositions  intuitivement  ou 
empiriquement  constatées. 

Si  l'on  envisage  les  propositions  en  elles-mêmes 
indépendamment  des  méthodes  qui  servent  à  se 
les  procurer  et  abstraction  faite  de  la  fonction  lo- 
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gique  qu'elles  jouent  dans  l'économie  d'une  théorie 
scientifique,  on  peut  dire  qu'une  proposition  est 
apodictique  si,  étant  hypothétique,  elle  énonce  une 
implication  nécessaire  ou  formelle  entre  deux 
conditions  ;  assertorique,  si  elle  affirme  ou  nie 
catégoriquement  l'existence  ou  la  vérité  (logique 
ou  empirique)  d'un  objet  ou  d'une  proposition  ; 
problématique,  si,  étant  hypothétique,  elle  énonce 
une  implication  qui  n'est  pas  formellement  néces- 
saire (nécessaire  pour  toutes  les  valeurs  de  la 
fonction  logique,  dite  alors  fonction  proposition- 
nelle  (1),  qui  figure  dans  l'hypothèse). 

IV.  —  La  logique  du  raisonnement  :  déduction 

ET  INDUCTION 

Un  raisonnement  est  une  opération  qui  consiste  à 
tirer,  à  laide  des  lois  de  la  logique  formelle,  d'une 
ou  plusieurs  propositions,  appelées  principes  ou  pré- 
misses, une  ou  plusieurs  propositions  nouvelles, 
appelées  conséquences  ou  conclusions,  nécessairement 
vraies  à  supposer  que  les  premières  le  soient  ;  autre- 
ment dit,  un  raisonnement  est  une  implication  for- 
melle entre  deux  ou  plusieurs  systèmes  de  proposi- 

(i)  Cf.  L.  Gouturat,  Sur  les  rapports  logiques  des 
concepts  et  des  propositions,  Revue  de  métaphysique  et  de 
morale,  1917,  p.   t6  etsuiv. 
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tions,  telle  que  V esprit  ne  peut  se  refuser  à  admettre 
les  propositions  déduites,  une  fois  établies  les  propo- 
sitions dont  on  part. 

La  logique  classique  ne  connaît  d'autres  types 
de  raisonnement  que  les  inférences  immédiates 
régies  par  les  règles  de  l'opposition  (diminuées 
de  la  subalternation).  de  la  conversion  simple,  de 
la  contra  position  des  jugements,  et  que  des  syllo- 
gismes dits  catégorique,  hypothétique,  mathéma- 
tique, qui  se  ramènent  à  la  règle  de  la  transi- 
tivité  de  l'inclusion  et  de  l'égalité,  et  au  principe 
du  syllogisme  hypothétique.  A  côté  de  ces  types 
élémentaires  de  déduction,  il  faut  en  faire  inter- 
venir d'autres,  dont  l'ensemble  constitue  le  fonde- 
ment de  la  logique  des  propositions,  des  classes 
et  des  relations  :  ce  sont  les  principes  de  l'addi- 
tion, de  la  multiplication  simple  ou  relative,  de  la 
négation,  de  la  conversion,  de  l'abstraction,  de 
l'itération  des  classes,  des  propositions  ou  des 
relations. 

Les  logiciens  ont  coutume  de  distinguer  deux 
sortes  de  raisonnement  irréductibles  :  le  raisonne- 
ment  dèductif  et  le  raisonnement  inductif.  Le  rai- 
sonnement déductit  irait  du  général  au  particulier, 
du  principe  à  la  conséquence;  le  raisonnement 
inductif  remonterait  du  particulier  au  général,  de 
la  conséquence  au  principe,  du  fait  à  la  loi.  Le 
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premier  fonderait  en  droit  la  nécessité  logique 
d'une  proposition  démontrée,  en  concluant  de  sa 
nécessité  à  son  universalité;  le  second  établirait 
en  tait  l'universalité  d'une  proposition  intuitive- 
ment ou  empiriquement  constatée,  en  concluant 
de  son  universalité  à  sa  nécessité  cachée.  Les  vé- 
rités établies  par  déduction  seraient  définitives, 
nécessaires  et  rigoureuses  ;  celles  établies  par  dé- 
duction seraient  perpétuellement  révisibles,  con- 
tingentes et  approchées.  En  un  mot,  la  déduction 
engendrerait  dans  notre  esprit  une  certitude  lo- 
gique ou  apodictique  ;  l'induction,  une  probabilité 
empirique  ou  assertorique.  Les  sciences  formelles, 
comme  les  mathématiques,  seraient  nécessaire- 
ment déductives  ;  les  sciences  de  la  nature,  néces- 
sairement inductives. 

Cette  opposition  comporte  plus  d  une  équivoque. 
Comme  Claude  Bernard  l'avait  reconnu,  il  n'y  a 
pas  deux  types  distincts  de  raisonnement  :  le  rai- 
sonnement est  déductif,  ou  il  n'est  pas.  Il  consiste 
toujours  à  tirer  une  ou  plusieurs  propositions  né- 
cessairement vraies,  en  vertu  des  lois  logiques, 
d'une  ou  plusieurs  propositions  supposées  telles. 
C'est  ce  qui  explique,  comme  le  remarquait  déjà 
M.  Roustan  (1),  que  M.  Goblot  et  les  auteurs  du 

(i)  Roustan,  Déduction  et  intuition,  ap.  Revue  de  méta- 
physique et  de  morale,  1911,  p.  579-596. 
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Vocabulaire  philosophique  aient  été  conduits  à 
définir  de  la  même  façon  le  «  Raisonnement  » 
etla«  Déduction».  11  ne  pouvait  en  être  autre- 
ment: les  deux  termes  sont  identiques  et  l  expression 
c  raisonnement  déductif  »  est  un  pléonasme. 

Par  contre,  celle  de  «  raisonnement  inductif  »  est 
un  non-sens.  L'induction  aristotélicienne  ou  for- 
melle est  un  raisonnement  déductif  qui  tire  de 
deux  prémisses  une  conclusion  nécessaire.  L'in- 
duction complète  est  un  raisonnement  déductif, 
valable   pour  toutes   les  classes  dénombrables 
d'objets  définis  par  récurrence,  puisqu'il  fonde  en 
nécessité  la  généralisation  qu'il  procure.  Mais  l'in- 
duction baconienne  ou  incomplète  nest  pas  un  rai- 
sonnement :  comment   pourrait-elle  en  être  un, 
puisqu'elle  contrevient  aux  lois  mêmes  de  la  logique, 
à  celle  restée  valide  de  la  subalternation  des  propo- 
sitions, qui  interdit  de  conclure  de  la  vérité  d  une 
particulière  à  celle  de  V universelle  correspondante  ? 
C'est,  précisément,  parce  que  la  validité  de  l'induc- 
tion baconienne  n'est  pas  garantie  par  les  lois  de 
la  logique  formelle,  qua  son  sujet  se  pose  le  pro- 
blème du  fondement  de  l  induction.  L'induction 
incomplète  est  un  procédé  autre  que  le  raisonnement 
pour  atteindre  la  vérité.  Il  va  sans  dire  qu'on  peut 
énoncer  toute  induction  incomplète,  sous  (orme 
syllogistique,  en  prenant  comme  majeure  le  prin- 
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cipe  de  l'induction  :  «  les  mêmes  circonstances, 
en  des  temps  et  des  lieux  différents,  provoquent  les 
mêmes  effets,  transportés  seulement  dans  l'espace 
et  le  temps  (1)  ».  S'agit-il  alors  de  généraliser 
l'observation  suivante  :  le  phosphore  fond  sous  la 
pression  normale  à  44  degrés  ;  nous  dirons  en 
façon  de  mineure,  puis  de  conclusion  :  dans  telles 
circonstances  de  température  et  de  pression  (44°, 
pression  normale),  le  phosphore  entre  en  fusion  ; 
donc,  dans  les  mêmes  circonstances  de  tempéra- 
ture et  de  pression,  en  des  temps  et  des  lieux  diffé- 
rents, le  phosphore  fondra,  transporté  seulement 
dans  l'espace  et  le  temps. 

On  ne  saurait  prétendre,  à  meilleur  droit,  que  la 
déduction  va  toujours  du  général  au  particulier, 
en  entendant  par  là  qu'elle  partirait  de  proposi- 
tions, vraies  pour  certaines  classes  d'individus 
(genres),  pour  en  déduire  de  nouvelles,  vraies  pour 

(2)  Cette  façon  d'énoncer  le  principe  d'induction  montre 
que  sa  validité  expérimentale  dépend  de  la  façon  dont 
nous  réglons  nos  horloges  et  dont  nous  choisissons  nos 
étalons  de  mesure  spatiale.  Or,  un  tel  réglage  et  un  tel 
choix  dépendent  de  conventions  empiriques.  Dès  lors,  on 
ne  saurait  soutenir  que  le  principe  d'induction  est  une 
vérité  a  priori,  inconditionnellement  nécessaire,  car  de 
telles  vérités  ne  sauraient  dépendre  en  aucune  manière 
de  telles  conventions. 

Rougier.  2 
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d'autres  classes  plus  restreintes  (espèces)  ou  pour 
des  individus  singuliers  et  nommément  désignés, 
espèces  ou  individus  inclus  dans  le  genre  initial. 
Cela  est  vrai  du  syllogisme  hypothétique  auquel 
se  ramène  le  syllogisme  catégorique  ;  cela  ne  l'est 
déjà  plus  des  règles  de  l'égalité  (réflexivité,  symé- 
trie, transitivilé,  substitution)  qui  va  du  particulier 
au  particulier  ou  du  général  au  général  ;  cela  cesse 
de  l'être  tout  à  fait  de  l'addition,  de  l'abstration  et 
de  Titération  logiques,  qui  permettent  d'aller  du 
particulier  au  général,  comme  on  le  voit  dans 
l'induction  aristotélicienne  et  l'induction  com- 
plète ;  enfin,  les  autres  types  élémentaires  de  dé- 
duction, la  multiplication  simple  et  relative,  la 
négation,  la  conversion,  permettent  de  passer 
d'une  ou  plusieurs  propositions,  générales  ou  par- 
ticulières, à  une  nouvelle  proposition  générale  ou 
particulière.  Appelons  inférences  les  types  élémen- 
taires de  déduction  que  nous  venons  de  rappeler  ; 
en  général,  mais  non  nécessairement,  une  dé- 
monstration ne  se  réduit  pas  à  une  seule  inférence, 
elle  consiste  en  une  suite  d'inférences  enchaînées 
suivant  un  certain  ordre  :  il  peut  y  avoir  alors 
avantage  à  distinguer  terminologiquement  infé- 
rence et  démonstration.  Eh  bien,  ce  que  nous  ve- 
nons de  dire  des  inférences,  est  également  vrai  pour 
les  démonstrations.  Celles-ci  peuvent  aller,  tour  à 
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tour,  du  particulier  au  général,  du  général  au  par- 
ticulier, ou  encore  du  particulier  au  particulier  ou 
du  général  au  général.  Par  exemple,  on  déduit  des 
conditions  d'égalité  des  triangles  celles  des  poly- 
gones ayant  un  nombre  quelconque  et  non  précisé 
de  côtés  ;  puis  de  ces  dernières,  à  nouveau,  celles 
des  polygones  ayant  un  nombre  quelconque,  mais 
précisé  de  côtés,  passant  ainsi  successivement  du 
particulier  au  général  et  du  général  au  particulier. 
Le  plus  souvent,  comme  dans  le  théorème  :  «  deux 
droites  parallèles  à  une  même  troisième  sont  pa- 
rallèles entre  elles  »,  on  passe  du  général  au  gé- 
néral. Enfin,  dans  les  instructions  judiciaires,  on 
part  de  faits  singuliers,  constatés  par  des  témoins, 
pour  démontrer  l'existence  d'un  autre  tait  singu- 
lier qui  s'est  passé  sans  témoin.  Si  l'on  a  pu  se 
méprendre  à  ce  point  sur  la  marche  du  raisonne- 
ment et  de  la  démonstration,  c'est  pour  avoir 
réduit  tout  raisonnement  «  déductif  »  au  syllo- 
gisme qui,  formulé  hypothétiquement,  revient  à 
appliquer  une  règle  générale  à  un  cas  particulier. 
Croyant  s'apercevoir  alors  que  la  démonstration 
va  toujours  du  particulier  au  général  ou  du  gé- 
néral au  général,  mais  jamais  du  général  au  par- 
ticulier (ce  qui  est  erroné),  M.  Goblot  en  a  conclu 
que  le  syllogisme  riest .  pas  un  raisonnement, 
«  tout  raisonnement  tendant  à  démontrer  quelque 
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chose  (1)  ».  Cet  ostracisme  désespéré  n'est  pas 
nécessaire,  si  Ton  admet,  à  côté  du  syllogisme, 
d'autres  types  élémentaires  de  déduction  dont  la 
marche  est  différente  ;  et  si  l'on  remarque  que  la 
démonstration  va  effectivement,  dans  certains 
cas,  du  général  au  particulier,  et  se  réduit  alors  à 
un  seul  syllogisme. 

V.  —    LA    DISTINCTION    DES    SCIENCES  FORMELLES 
ET  DES  SCIENCES  DE  LA  NATURE 

Si  l'opposition  de  deux  sortes  de  raisonnement, 
dont  l'un  irait  du  général  au  particulier,  l'autre 
du  particulier  au  général,  est  ruineuse,  la  trans- 
position que  l'onTait  de  la  distinction  des  sciences 
formelles  et  naturelles  en  celle  de  sciences  déduc- 
tives  et  inductives  ne  l'est  pas  moins.  Ces  appella- 
tions laissent  à  supposer  que  les  sciences  for- 
melles utilisent  seulement  la  déduction,  alors  que, 
dans  les  sciences  naturelles,  l'induction  seule  se- 
rait de  mise.  Or,  comme  il  est  de  notoriété,  c'est  là 
une  erreur  complète  d'épistémologie  et  d'histoire. 

Les  mathématiciens  sont  obligés  de  recourir  à 
des  constatations  de  fait  pour  établir  la  non-con- 
tradiction et  l'indépendance  des  notions  et  pro- 

(i)  E.  Goblot,  Théorie  nouvelle  du  raisonnement  déductif, 
ap.  Revue  de  Métaphysique  de  Morale,  191 1,  p.  5ao-5a5, 
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positions  premières  dont  ils  partent.  En  effet,  alors 
que  les  contradictions  et  les  dépendances  se  dé- 
montrent à  l'aide  d'implications  formelles,  une 
non-contradiction  et  une  indépendance  se  tra- 
duisant, la  première  par  un  jugement  d'existence 
irréductible  à  tout  autre  quand  il  s'agit  dénotions 
et  de  propositions  premières,  la  seconde  par  un 
jugement  de  non-implication,  ne  peuvent  être  que 
constatées.  Les  mathématiciens  recourent  en  outre 
à  l'intuition  et  à  l'expérience,  comme  méthode 
auxiliaire  et  transitoire,  pour  créer  et  faire  pro- 
gresser les  parties  en  voie  de  formation  de  leur 
science.  Avant  que  d'être  à  même  de  démontrer 
une  proposition  nouvelle,  ils  l'obtiennent  souvent 
à  titre  de  simple  constatation  d'un  fait  analytique 
ou  géométrique.  C'est  Euler  découvrant,  par  in- 
duction baconienne,  que  tout  nombre  pair  est  une 
somme  de  deux  nombres  premiers  ;  c'est  Klein 
désireux  de  savoir  si,  sur  une  surfacede  Riemann, 
il  existe  une  certaine  fonction  admettant  des  sin- 
gularités définies  :  la  distribution  d'un  courant 
électrique  sur  une  surface  métallique,  dont  la 
conductibilité  varie  suivant  certaines  lois,  lui  ré- 
vèle l'existence  empirique  de  la  fonction  re- 
cherchée. Ce  dernier  exemple  nous  est  une  occa- 
sion de  montrer  pourquoi  le  recours  à  l'intuition 
ou  à  l'expérience   peut  être  employé  dans  les 
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sciences  formelles  :  c'est  que  l'existence  sensible 
(empirique  ou  intuitive)  d'un  objet  ou  d'une  classe 
d'objets  implique,  comme  condition  de  possibi- 
lité, celle  de  n'être  pas  contradictoire,  c'est-à-dire 
d'exister  logiquement."  D'une  existence  empirique 
ou  intuitive,  on  peut  toujours  conclure  à  une  exis- 
tence logique  correspondante,  mais  non  récipro- 
quement :  c'est  pourquoi,  afin  de  vérifier  qu'un 
système  de  notions  et  de  propositions  premières 
est  cohérent,  on  montre  par  l'exemple  qu'il  existe 
des  objets  empiriques  ou  intuitifs  soutenant  entre 
eux  des  relations  qui  jouissent  des  mêmes  pro- 
priétés formelles  que  les  relations  énoncées  dans 
les  axiomes  du  système  en  question. 

C'est,  enfin,  l'expérience  qui  fut  l'occasion  de 
créer,  puis  de  développer  à  l'origine  les  sciences 
mathématiques.  La  géométrie  naquit,  dans  l'Orient 
classique,  avec  les  mesures  au  cordeau  des  Har- 
pédonaptes  égyptiens.  Elle  fut  d'abord  approchée, 
procédant  par  simples  recettes  empiriques  ou  par 
recours  à  l'intuition  spatiale,  comme  en  témoignent 
le  Manuel  cTAhmès  et  le  Traité  cTApastamba.  Elle 
ne  devint  démonstrative  et  rigoureuse  qu'avec  les 
Pythagoriciens  ;  et  c'est  de  nos  jours  seulement 
qu'elle  est  parvenue  à  la  pureté  des  concepts  et  à 
la  rigueur  des  déductions,  en  même  temps  qu'elle 
s'est  affranchie  des  limitations  que  lui  imposait 
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notre  intuition  des  corps  solides.  On  a  vu  naître 
alors  des  géométries  à  plus  de  trois  dimensions, 
des  métriques  non-euclidiennes  et  les  géométries 
nouvelles  de  David  Hilbert  et  de  son  école.  Ce  que 
l'arpentage  et  la  géodésie  avaient  été  pour  la  géo- 
métrie plane,  l'astronomie  de  position  le  fut  pour 
la  trigonométrie  et  la  géométrie  sphérique,  à 
Tépoque  d'Hipparque  et  de  Ptolémée  ;  la  cinéma- 
tique et  la  dynamique  naissante,  pour  le  calcul  in- 
finitésimal, avec  Galilée,  Cavalieri,  Fermât,  New- 
ton et  Leibniz  ;  les  problèmes  des  cordes  vibrantes, 
de  la  mécanique  des  fluides,  des  isopérimètres, 
pour  les  équations  aux  dérivées  partielles  et  le 
calcul  des  variations,  au  temps  de  Lagrange  ;  et 
le  xixe  siècle  offre  le  spectacle  réconfortant  des 
services  rendus  à  l'analyse  par  les  besoins  toujours 
renouvelés  de  la  physique. 

Réciproquement,  la  déduction  est  couramment 
employée  dans  les  sciences  de  la  nature,  puisque, 
en  vertu  du  principe  «  tout  ce  qui  est  réel  est  pos- 
sible »,  ce  qui  existe  empiriquement  en  fait  doit 
exister  logiquement  en  droit,  être  soumis  par  con- 
séquent aux  lois  formelles  qui  garantissent  l'ac- 
cord delà  pensée  avec  elle-même.  De  propositions 
empiriquement  vraies,  on  doit  pouvoir  déduire  de 
nouvelles  propositions,  matériellement  vraies  à 
leur  tour,  et  substituer  ainsi  progressivement  à  la 
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constatation  des  faits  leur  prévision  théorique, 
qui  en  montre  la  nécessité  intelligible.  —  L'induc- 
tion incomplète,  qui  se  réduit  à  la  généralisation 
d'un  résultat  empiriquement  ou  intuitivement 
constaté,  n'est,  du  reste,  qu'une  étape  de  la  pro- 
cédure de  la  méthode  expérimentale  où  intervient 
constamment  le  raisonnement  pour  déduire  d'une 
hypothèse  ses  conséquences  contrôlables,  instituer 
un  programme  d'expériences  propres  à  les  vérifier 
et  interpréter  les  observations  ainsi  provoquées. 

Le  raisonnement  et  l'induction  s'utilisent  donc 
également  dans  les  sciences  formelles  et  dans  les 
sciences  naturelles.  Tout  ce  que  l'on  peut  relever, 
c'est  la  différence  de  leur  emploi  dans  l'un  ou 
l'autre  cas.  Dans  les  sciences  formelles,  l'induction 
est  une  méthode  auxiliaire  et  transitoire,  la  dé- 
duction restant  le  véritable  instrument  créateur. 
Dans  les  sciences  de  la  nature,  c'est  par  induction 
que  s'obtient  toute  vérité  vraiment  nouvelle  ;  la 
déduction  y  est,  avant  tout,  un  instrument  de 
transformation  qui  permet,  soit  de  tirer  de  propo- 
sitions matériellement  vraies  une  série  d'autres 
que  l'on  pourra  se  dispenser  de  vérifier  une  à  une 
être  telles,  soit,  inversement,  de  transformer 
des  hypothèses  inaccessibles  à  l'expérience,  en 
d'autres  hypothèses  équivalentes,  susceptibles 
d'être  expérimentalement  confirmées  ou  invalidées. 
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Si  l'on  veut  parler  un  langage  correct,  exempt  une 
fois  pour  toutes  d'ambiguïté  et  d  équivoque,  il  faut 
donc  renoncer  à  ces  expressions  :  raisonnement  dé~ 
ductif  et  raisonnement  inductif,  sciences  déductives 
et  sciences  inductwes.  Il  faut  reconnaître,  à  côté  du 
raisonnement,  qui  est  déductif  ou  nest  pas,  la  pré- 
sence d'autres  méthodes,  intuitives  ou  expérimen- 
tales, propres  à  atteindre  la  vérité.  Il  faut  dis- 
tinguer les  sciences  formelles,  —  qui  ne  requièrent 
que  la  cohérence  logique  des  propositions  qu'elles 
enchaînent,  une  fois  choisi  un  système  suffisant 
et  compatible  de  notions  et  de  propositions  pre- 
mières, —  et  les  sciences  de  la  nature  qui  visent  à 
établir  la  vérité  matérielle  des  propositions  de  tait 
qu'elles  énoncent.  Cette  distinction  de  la  vérité 
et  de  l'existence  formelles,  de  la  vérité  et  de  l'exis- 
tence matérielles,  est  seule  nécessaire  et  suffisante 
pour  fonder  la  distinction  des  deux  ordres  de 
sciences. 


VI.  —  Le  raisonnement  analogique  et  la  va- 
lidité DU  SYLLOGISME  CATÉGORIQUE 


Reste  à  parler  du  raisonnement  analogique. 
Celui-là  ne  constitue  pas  une  classe  à  part  de  rai- 
sonnements. Il  se  ramène,  en  effet,  soit  à  une 
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simple  association  d'idées,  comme  dans  l'acte  de 
la  perception  extérieure,  et  ce  n'est  point  alors  un 
raisonnement  :  c'est  une  simple  consécution  em- 
pirique ;  soit  à  un  syllogisme  catégorique,  dont  la 
majeure,  au  sens  de  Kant,  est  synthétique.  Si  la 
présence  des  caractères  a,  b,  c  est  nécessaire  et 
suffisante  pour  qu'un  individu  x  appartienne  à  la 
classe  A>  et  si  Ton  a  vérifié  ou  démontré  que  les 
caractères  a,  p,  y  sont  toujours  liés  aux  caractères 
a,  b,  c  (à  titre  de  caractères  génériques  ou  de  ca- 
ractères propres  selon  le  langage  de  l'Ecole),  on 
en  infère  que  les  caractères  *,  p,  y  appartiennent 
aussi  à  x  :  c'est  un  raisonnement  analogique, 
puisqu'il  conclut  d'une  ressemblance  partielle  à 
une  ressemblance  plus  complète.  Si,  au  contraire, 
les  caractères  a,  p,  y  rentrent,  au  même  titre  que 
les  caractères  a,  fc,  c,  dans  la  définition  de  la 
classe  A,  la  majeure  de  notre  syllogisme  sera  ana- 
lytique et  le  raisonnement,  cessant  d'être  analo- 
gique, deviendra  tautologique.  La  question  si  dis- 
putée de  savoir  si  le  syllogisme  catégorique,  oui 
ou  non,  est  stérile,  comme  le  prétendaient  les 
Sceptiques  grecs,  Bacon,  Descartes  et  Stuart  Mill, 
revient  à  savoir  si  sa  majeure  est  analytique  ou 
synthétique.  Dans  le  premier  cas,  la  copule  a  le 
sens  d' «  être  égal  à  »  ;  et,  en  désignant  respec- 
tivement les  groupes  de  caractères  a,  b,  c  et  a,  p,  7 
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par  A  et  par  B,  on  peut  en  établir  la  formule 
comme  suit  : 

1.  A=B,  x  <A  :  <<:  #<B  (syllogisme  tautologique) 

dans  le  second  cas,  la  copule  a  le  sens  d' «  être  in- 
clus dans  »  : 

2.  A  <  B,  x<Z  A  :  <<  :  x  <<B  (syllogisme analogique). 

Si  le  syllogisme  est  tautologique,  il  est  stérile  : 
pour  affirmer  que  Socrate  est  homme,  il  faut  déjà 
savoir  qu'il  est  mortel.  Si  le  syllogisme  est  ana- 
logique, il  fait  réellement  progresser  notre  con- 
naissance et  réalise  une  grande  économie  de  sa- 
voir :  il  suffît  de  reconnaître,  chez  un  individu,  la 
présence  du  petit  nombre  de  caractères  qui  défi- 
nissent  une  classe,  pour  lui  appliquer  ipso  facto 
toutes  les  propriétés  dérivées  de  cette  classe.  Les 
phénomènes  ondulatoires,  par  exemple,  peuvent 
se  définir  par  la  propriété  de  présenter  des  inter- 
férences :  la  découverte  des  interférences  lumi- 
neuses a  permis  à  Fresnel  d'étendre  syllogisti- 
quement  aux  trains  d'ondes  lumineuses  toutes  les 
propriétés  analytiques  des  phénomènes  vibratoires. 
L'identité  des  formules  fondamentales  qui  régis- 
sent les  phénomènes  hydrodynamiques  et  les  phé- 
nomènes électriques,  moyennant  un  certain  sys- 
tème d'unités   électriques,  a   permis  du  coup 
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d'étendre  aux  courants  tout  ce  que  l'on  savait  des 
débits,  et  de  traiter  les  canalisations  électriques 
comme  des  distributions  d'eau.  En  botanique  et 
en  zoologie,  il  suffît  de  constater  la  présence  d'un 
très  petit  nombre  de  caractères  spécifiques  chez 
une  plante  ou  chez  un  animal,  pour  lui  appliquer, 
sans  plus  de  vérifications,  toutes  les  propriétés  de 
l'espèce  à  laquelle  on  a  reconnu  qu'il  appartenait. 
Il  en  est  de  même  pour  les  corps  bruts  en  chimie. 

Le  syllogisme  catégorique  à  majeure  synthé- 
tique, le  raisonnement  analogique  autrement  dit, 
est  ainsi  l'art  de  se  servir  des  classifications.  Or, 
ce  qui  permet  à  la  science  d'exister,  c'est  cette  cir- 
constance inespérée,  imprévisible  a  priori  :  il  est 
possible  de  ramener  tous  les  corps  de  la  nature  à 
un  petit  nombre  d'éléments  simples,  combinés 
diversement  en  proportions  multiples  et  définies  ; 
il  est  possible  de  classer  toutes  les  plantes  et  tous 
les  animaux  singuliers  en  un  certain  nombre  fini 
et  relativement  limité  d'embranchements,  de 
classes,  d'ordres,  de  familles,  de  genres,  d'espèces, 
de  variétés  ou  de  races  ;  il  est  possible  de  réduire 
toutes  les  séquences  naturelles  à  un  petit  nombre 
de  phénomènes  élémentaires  obéissant  à  des  lois 
fixes.  La  nature  n'est  objet  de  connaissance  scien- 
tifique que  parce  qu'elle  consiste  en  la  répétition 
monotone  d'un  nombre  restreint  de  faits  toujours 
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pareils,  et  c'est  le  raisonnement  analogique  qui 
nous  sert  à  tirer  profit  d'une  propriété  si  remar- 
quable de  l'univers,  en  nous  permettant  de  nous 
servir  des  classifications  qu'elle  conduit  à  établir. 

Peuf-on,  maintenant,  attribuer  aux  qualificatifs 
d'analytique  et  de  synthétique,  qui  ne  s'entendent 
que  des  jugements  d'inhérence,  une  signification 
absolue  :  peut-on,  en  d'autres  termes,  définir,  pour 
chaque  cas  particulier,  si  un  syllogisme  est  tauto- 
logique  ou  analogique,  stérile  ou  non  ?  Tout 
d'abord,  un  même  jugement  sera,  d'un  point  de 
vue  psychologique  et  subjectif,  analytique  pour  le 
savant,  qui  paraîtra  synthétique  à  l'ignorant.  En 
second  lieu,  il  convient  de  répéter  ici,  à  propos  des 
définitions,  ce  que  nous  avons  dit  ailleurs  du  choix 
d'un  système  de  notions  et  de  propositions  pre- 
mières. De  même  que  l'on  peut  partir  de  plusieurs 
systèmes,  différents  quoique  équivalents,  pour  en 
tirer  une  suite  déterminée  de  conséquences,  et  que, 
suivant  le  système  adopté,  une  même  proposition 
apparaîtra  tantôt  comme  un  théorème  démontra- 
ble, tantôt  comme  un  principe  indémontrable  ;  de 
même,  on  peut  partir  de  plusieurs  définitions, 
différentes  quoique  équivalentes,  pour  en  déduire 
une  série  de  propriétés,  comme  il  est  bien  connu 
des  mathématiciens  qui  font  usage  de  telle  ou  telle 
définition,  selon  le  théorème  qu'ils  ont  en  vue  de 
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démontrer.  Suivant  la  définition  adoptée,  une 
même  propriété  apparaîtra  tantôt  comme  faisant 
partie  de  la  définition,  tantôt  comme  en  étant 
simplement  dérivée.  Aucun  sens  absolu  par  consé- 
quent, mais  seulement  un  sens  conventionnel  et 
relatif,  s'attache  pour  le  savant  à  cette  question  : 
une  proposition  d'inhérence  est-elle  analytique  ou 
synthétique  ?  —  La  distinction  scolastique  entre 
les  caractères  essentiels  (génériques,  spécifiques  ou 
propres)  et  les  caractères  accidentels  qui  peuvent 
s'affirmer,  à  titre  de  prédicats,  du  sujet  d  une 
majeure,  ne  fait  rien  à  l'affaire.  Accidentel  ne  se 
dit  jamais  que  par  rapport  à  une  notion  abstraite 
de  classe  ;  car,  en  qui  regarde  les  individus,  ce 
sont  les  accidents  qui  servent  à  les  distinguer  et  à 
les  définir  :  ils  leur  sont  essentiels.  Si  un  caractère 
est  accidentel  par  rapport  à  une  notion  de  classe 
dont  fait  partie  le  sujet  de  la  proposition,  celle-ci 
est  nécessairement  particulière  ou  singulière  ;  si 
elle  était  universelle,  le  prédicat,  étant  affirmé  de 
tous  les  individus  de  cette  classe,  serait  par  cela 
même  générique,  spécifique  ou  propre.  Mais,  rap- 
porté à  un  petit  nombre  d'individus  d'une  classe 
ou  à  un  seul,  le  prédicat  n'est  plus  un  caractère 
accidentel,  puisqu'il  sert  à  caractériser  ces  indivi- 
dus en  leur  singularité.  Suivant  qu'on  utilisera  ou 
non  ce  caractère,  joint  généralement  à  plusieurs 
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autres,  pour  caractériser  ces  individus,  à  l'exclu- 
sion de  tous  les  autres  de  la  même  classe,  le  juge- 
ment, particulier  ou  singulier,  sera  tour  à  tour 
analytique  ou  synthétique. 

Des  deux  critiques  adressées  par  Stuart  Mill  au 
syllogisme  :  d'être  une  tautologie  et  un  cercle 
vicieux,  la  première  se  réfute  ainsi,  en  remar- 
quant qu'il  n'y  a  pas  de  tautologie,  si  le  prédicat 
de  la  majeure  ne  figure  pas  au  nombre  des 
attributs  qui  servent  à  définir  le  sujet.  La  seconde 
se  rétorque  plus  aisément  encore,  en  distinguant 
la  matière  et  la  forme  du  raisonnement  (1).  Dans 
le  syllogisme  classique  :  Tous  les  hommes  sont 
mortels,  or  Socrate  est  homme,  donc  Socrateest 
mortel,  il  est  bien  vrai  que  la  vérité  matérielle  de 
la  majeure  implique  la  vérité  matérielle  de  la 
conclusion  ;  mais  le  syllogisme  a  pour  seule  fin 
d'établir  la  vérité  formelle  de  la  conclusion,  qui 
est  indépendante  de  la  vérité  ou  de  la  fausseté 
matérielle  de  la  majeure.  Dès  lors,  il  n'y  a  pas  de 
cercle  vicieux,  parce  que  la  vérité  formelle  s'entend 
uniquement  de  la  conclusion,  c'est-à-dire  d  une 
proposition  déduite,  et  non  des  prémisses  qui 
servent  à  la  procurer. 

(1)  Sur  cette  distinction,  voir  :  L.  Rougieu,  les  Paralo- 
gismes  du  Rationalisme,  chapitre  II,  p.  75-85. 


CHAPITRE  II 


LES  TYPES  ÉLÉMENTAIRES  DE 
RAISONNEMENT 


Nous  avons  vu,  dans  le  chapitre  précédent,  que 
la  logique  classique  restreint  à  tort  les  types  de 
raisonnement  aux  inférences  immédiates  et  aux 
syllogismes  catégorique,  hypothétique  et  mathé- 
matique. A  côté  de  ces  types  élémentaires  de  dé- 
duction, il  en  est  d'autres  que  les  Logisticiens  ont 
obtenus  à  Faide  d'un  procédé  inductif,  indépen- 
dant de  toute  spéculation  a  priori  sur  les  caté- 
gories ou  les  formes  pures  de  l'entendement. 

I.  —  Les  constantes  logiques 

Le  procédé  en  question  repose  sur  la  remarque 
suivante  :  dans  une  déduction,  la  validité  du  rai- 
sonnement ne  dépend  pas  de  la  matière  dont  on 
parle,  mais  de  la  forme  de  ce  que  l'on  dit.  Soit 
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l'argument  classique  :  tous  les  hommes  sont  mor- 
tels, or  Socrate  est  homme,  donc  Socrate  est  mor- 
tel. Il  appert  que  le  fait  d'être  Platon  ou  Aristote* 
plutôt  que  Socrate,  d'appartenir  à  la  classe  des 
hommes  ou  des  mortels  plutôt  qu'à  n'importe 
quelle  autre,  n'importe  en  rien  à  la  rigueur  du  rai- 
sonnement. On  peut  énoncer  celui-ci  en  rempla- 
çant les  termes  spéciaux  qui  y  figurent  par  des 
variables,  c'est-à-dire  par  des  symboles  désignant 
un  individu  quelconque  ou  des  classes  quel- 
conques :  si  tous  les  individus  d'une  classe  a  quel- 
conque appartiennent  à  une  classe  ,6  et  si  l'indi- 
vidu x  appartient  à  la  classe  a,  x  appartient  à  la 
classe  (3.  Dans  cet  énoncé,  il  ne  subsiste  qu'une 
forme  logique  pure,  vide  de  toute  matière,  qui 
schématise  les  syllogismes  catégoriques  de  la  pre- 
mière figure. 

Pour  obtenir  les  différents  types  de  déduction, 
il  sutfit  de  prendre  les  raisonnements  particuliers 
que  l'on  rencontre  dans  les  diverses  théories  dé- 
ductives,  et  de  remplacer  les  termes  spéciaux  qui 
y  figurent  par  des  variables  logiques,  désignant  des 
individus,  des  classes  ou  des  relations  indéter- 
minées, chaque  fois  que  la  validité  du  raisonne- 
ment n'en  souffre  pas  ;  et  cela,  jusqu'à  ce  que  l'on 
parvienne,  au  bout  d'un  certain  nombre  de  subs- 
titutions, à  des  constantes  qui  réapparaissent  iné- 
Rougier.  3 
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vitablement,  lorsque  l'on  essaye  de  les  remplacer. 
Ces  constantes  sont  des  concepts  purement  lo- 
giques, et  les  propositions  formées  à  l'aide  de  ces 
constantes,  insérées  entre  des  variables,  sont  des 
propositions  purement  formelles,  qui  représentent 
les  différents  types  possibles  de  déduction  (1). 

En  appliquant  cette  méthode,  on  arrive  à  dresser 
le  tableau  suivant  des  constantes  logiques,  qui 
comprennent  des  opérations,  des  relations,  des  va- 
leurs, intervenant  entre  des  termes  qui  peuvent 
désigner  :  soit  des  individus  ou  éléments  ou  objets 
singuliers  x,  y,  z  ;  soit  des  classes  ou  ensembles 
Osa,  Cls[3,  Clsy;  soit  des  propositions  p%  q,  r;  soit 
des  relations  Rl5  R2,  R3;  soit  des  objets  quel- 
conques du  discours  a,  b,  c,  désignant  indifférem- 
ment des  individus,  des  classes,  des  propositions 
ou  des  relations.  La  logique  classique  n'étudie,  en 
fait  de  relations,  que  l'implication,  l'appartenance, 
l'inclusion  et  l'identité.  La  logique  des  relations 
étudie  les  propriétés  formelles  de  tous  les  autres 
genres  de  relations.  Nous  commencerons  par 
exposer  la  logique  classique,  puis  celle  des  rela- 
tions. 

(i)  Cf.  Russell,  L'importance  philosophique  de  la  logis- 
tique, ap.  Revue  de  métaphysique  et  de  morale,  191 1, 
p.  284-285. 
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IL  —  Les  relations  logiques 

Une  opération  (ou  transformation  ou  correspon- 
dance) consiste  à  combiner  ou  à  transformer  un 
ou  plusieurs  objets  quelconques  du  discours  de 
façon  à  leur  faire  correspondre  des  objets  iden- 
tiques ou  nouveaux.  Dans  ce  dernier  cas,  on  dit 
que  l'opération  permet  de  construire  de  nouveaux 
objets  en  partant  de  ceux  qui  sont  donnés,  ou  en- 
core de  transformer  ceux-ci  dans  ceux-là.  Toute 
opération  entraîne  certaines  relations  logiques  entre 
les  objets  donnés  et  les  objets  construits,  et,  récipro- 
quement, toute  relation  logique  entre  plusieurs 
termes  implique  une  opération  logique  préalable 
effectuée  sur  ces  termes.  Ainsi,  la  relation  d'inclu- 
sion d'un  individu  dans  une  classe  implique  que 
l'on  ait  réuni  préalablement  cet  individu  à  d'autres 
pour  en  former  cette  classe.  C'est  parce  que  l'es- 
prit assemble  les  objets  isolés  en  systèmes,  qu'il 
existe  certaines  relations  entre  les  objets  dont  on 
est  parti  et  les  systèmes  formés  à  partir  d'eux.  11 
serait  psychologiquement  préférable  de  partir  des 
opérations  logiques  fondamentales  pour  en  dé- 
duire les  relations  logiques  fondamentales,  mais 
il  est  plus  aisé,  au  point  de  vue  de  l'exposition,  de 
partir  des  relations  logiques  fondamentales  pour 
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définir  nominalement,  à  partir  d'elles,  les  opéra- 
tions logiques  fondamentales. 

Les  relations  logiques  sont  au  nombre  de  cinq  : 
Y  implication,  qui  a  lieu  entre  des  propositions  ; 
l'inclusion,  entre  des  classes  ;  ['appartenance,  entre 
des  individus  et  des  classes  ;  Yégalité  et  la  diffé- 
rence logiques,  entre  des  objets  quelconques. 

L'implication  entre  deux  propositions  peut 
s'écrire  : 

P<<1> 

ce  qui  signifie  :  la  vérité  supposée  de  p  entraîne 
nécessairement  la  vérité  de  q.  L'implication  jouit 
de  deux  propriétés  :  la  rèflexivitè  et  la  transiti- 
vité  : 

1.  Réflexivité  : 

principe  d'identité  :  une  proposition  implique  sa 
propre  affirmation. 

2.  Transitivité  : 

p  <q,  q  <r  :  <  :  p  <  r, 

principe  du  syllogisme  hypothétique.  Ce  principe 
permet,  étant  donnée  l'affirmation  simultanée  de 
deux  propositions  hypothétiques,  dont  le  consé- 
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quent  de  la  première  sert  d'antécédent  à  la  se- 
conde, de  déduire  nécessairement  l'affirmation 
d'une  troisième  proposition.  L'implication  se  pré- 
sente alors  comme  une  opération  logique  qui,  deux 
propositions  étant  données,  permet  d'en  obtenir 
une  troisième. 

L'inclusion  entre  deux  classes,  désignée  par 
l'écriture  : 

Cls  a  o  Cls 

jouit  de  réflexivité  et  de  transitivité,  c'est  à-dire  : 

1.  Réflexivité  : 

Cls  a  o  Cls  a, 

principe  d'identité  :  une  classe  est  contenue  en  elle- 
même  : 

2.  Transitivité  : 

Cls  «  o  Cls  (3,  Cls  (3  o  Cls  T  :  <  :  Cls  a  o  Cls  y, 

principe  du  syllogisme  catégorique. 

L'appartenance  d'un  individu  ou  élément  à  une 
classe,  désignée  par  l'écriture  : 

x  e  Cls  a, 


n'a  par  elle-même  aucune  propriété,  mais,  com- 
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binée  à  l'inclusion,  elle  jouit  de  transitiuité.  On  a 
en  effet  : 

x  s  Gis  a,  Cls  a  o  Cls  (3  :  <  :  x  s  Cls  p. 

U  égalité  logique,  équivalence  ou  identité,  a  lieu 
indifféremment  entre  des  individus,  des  classes  ou 
des  propositions  et  se  représente  par  le  signe  =. 
On  peut  la  définir  nominalement,  en  partant  de 
l'implication  : 

a  —  b  :  —  :  a  <C  b,  b  <.  a. 

De  cette  définition  et  des  propriétés  qui  servent 
à  caractériser  l'implication,  on  déduit  les  quatre 
propriétés  suivantes  de  l'égalité  : 

1.  Réflexiuité  : 

a  =  a. 

2.  Symétrie  : 

a :  =  b  :<:/?—  a. 

3.  Transitiuité  : 

a  =  b,  b  =  c  :  <  :  a  =  c. 

principe  du  syllogisme  mathématique. 

4.  Substitutivité  : 

—  rr&, 
ay  =  by, 
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principe  de  la  substitution  des  équivalents,  qui  veut 
dire  :  si  a  et  b  sont  identiques,  on  peut  toujours 
substituer  l'un  à  l'autre  dans  une  écriture  quel- 
conque, sans  que  la  signification  de  cette  écriture 
en  soit  modifiée. 

La  transitivité  de  l'égalité  permet  de  faire  corres- 
pondre à  deux  propositions  équivalentes  une  troi- 
sième proposition  équivalente  ;  la  substitutivité 
permet  de  faire  correspondre  à  une  proposition 
donnée  une  autre  équivalente.  L'égalité  entre  deux 
ou  plusieurs  propositions  se  présente  alors  comme 
une  opération  logique,  que  nous  nommerons  subs- 
titution. 

La  différence  logique  se  définit  nominalement 
comme  la  négation  de  l'identité  logique  de  deux 
termes.  Elle  jouit  d'une  seule  propriété  : 

L  Symétrie  : 

a  z£  b  :  <  :  b  ;z£  a. 
III.  —  Les  opérations  logiques 

Nous  venons  de  voir  que  Yimplication  et  Y  éga- 
lité logique  entre  des  propositions  sont  déjà,  en 
vertu  de  la  transitivité  et  de  la  substitutivité,  de  vé- 
ritables opérations  logiques  sur  les  propositions. 
D'autres  opérations  peuvent  porter  indifférem- 
ment sur  des  objets  quelconques.  Elles  sont  au 
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nombre  de  trois  :  Yaddition,  la  multiplication  et 
la  négation,  respectivement  désignées  par  les  sym- 
boles +,  x,  — . 

On  peut  définir  nominalement  Yaddition  et  la 
multiplication  à  l'aide  des  deux  principes  suivants, 
qui  postulent  l'existence  de  la  somme  et  du  pro- 
duit logiques  de  deux  termes  : 

I.  Si  Ton  a  deux  termes  quelconques  a  et  b,  il 
existe  un  terme  s,  tel  que  : 

(a  -4-  b  —  s)  :  =  :  (a  <  s,  b  <  s)  (a  <  x,  b  <  x)  :  <  :  s  <  x . 

II.  Si  l'on  a  deux  termes  quelconques  a  et  b,  il 
existe  un  terme  p,  tel  que  : 

(a  x  b=p):  =  :(p<.aJp<b)(x<a,x<b):<:x<p. 

Les  propriétés  de  ces  deux  opérations,  iden- 
tiques par  suite  d'une  sorte  de  dualité  logique, 
sont  la  commutativité,  Vassociativité,  la  distributi- 
vité,  la  tautologie,  que  l'on  exprime  symbolique- 
ment ainsi  : 

1.  Commutativité  : 

a  -h  b  :  =  :  b  -h  a,  a  X  b  :  =  :  b  x  a. 

2.  Associativité  : 


(a  -h  b)  -+-  C  : 
(a  X  b)  X  c  : 


=  :  a  -h  (b  -h  c), 
=  :  a  X  {b  x  c). 
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3.  Distributivité  : 

(a  h-  6)  x  c  :  =  :  (a  x  c)  +  (6  x  c), 
(a  x  6)  -4-  c  :  =  :  (a  +  c)  X  (6  -+»  c). 

4.  Tautologie  : 

a  H-  a  :  =  :  a,  a  x  a  :  =  :  a. 

Grâce  à  la  tautologie,  le  calcul  logique  ignore 
les  coefficients  et  les  degrés,  ce  qui  entraîne  une 
très  grande  simplification  comparativement  au 
calcul  algébrique. 

A  ces  propriétés,  on  peut  en  joindre  trois  autres 
dérivées  de  la  plus  grande  importance  dans  les 
calculs,  ce  sont  :  la  simplification,  la  composition, 
et  Y  absorption. 

1.  Simplification  : 

a  x  b  :  <  :  a,  a  :  <  :  a  -h  b. 

2.  Composition  : 

a<6,  «<c:<:a<&-i-c, 
6<a,  c  <C  a  :  <.  :  b  -\-  c  <.  a. 

3.  Absorption  : 

a     (a  x  b)  :  <  :  a,      a  x  (a  +&):<:  a. 

La  loi  d'absorption,  comme  celle  de  tautologie, 
permet  la  simplification  des  membres  d'une 
somme  ou  d'un  produit.  Les  lois  de  simplification 
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et  de  composition  permettent  d'une  part  de  dé- 
gager une  conséquence  contenue  dans  une  somme 
ou  dans  un  produit,  d'autre  part  de  réunir  deux 
implications  ou  deux  inclusions  en  une  seule. 

La  négation  peut  se  définir  nominalement,  en 
introduisant  au  préalable  les  deux  valeurs  logiques 
représentées  par  les  symboles  0  et  ] .  Le  premier 
symbole  désigne  la  nullité,  par  suite  Yinexistence 
logique  d'une  classe  ou  la  fausseté  d'une  proposi- 
tion. Le  second  désigne  ïexistence  logique  d'une 
classe  ou  la  vérité  d'une  proposition.  Ces  deux 
symboles  sont  définis  nominalement  par  les  deux 
principes  suivants  qui  en  postulent  l'existence  : 

I.  11  existe  une  valeur  0  telle  que,  quel  que  soit 
le  terme  x,  on  ait  : 

0<x. 

IL  II  existe  une  valeur  1  telle  que,  quel  que  soit 

le  terme  x,  on  ait  : 

x  <  U 

Cela  veut  dire  :  en  interprétation  conceptuelle, 
0  désigne  la  classe  qui  est  contenue  dans  toutes 
les  autres  classes,  par  suite  la  classe  nulle  qui  ne 
contient  aucun  élément  ;  1  désigne  la  classe  qui 
contient  toutes  les  classes,  par  suite  la  totalité  des 
éléments  qui  y  sont  contenus  et  qui  forment 
l'univers  du  discours  ;  —  en  interprétation  propo- 
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sitionnelle,  0  désigne  la  proposition  qui  implique 
toute  autre  proposition,  vraie  ou  fausse,  par  suite 
le  faux  qui  implique  notamment  les  couples  de 
propositions  contradictoires  ;  1  désigne  la  propo- 
sition qui  est  impliquée  par  toute  autre,  par  suite 
le  vrai  qui  n'implique  que  le  vrai. 

En  partant  de  la  définition  de  0  et  de  1,  à  l'aide 
du  principe  du  syllogisme  hypothétique,  on  peut 
déduire  la  formule  du  syllogisme  hypothétique  en 
modus  ponens  : 


Les  symboles  0  et  1  permettent  de  définir  nomi- 
nalement la  négation  à  l'aide  du  principe  suivant 
qui  postule  l'existence  du  terme  négatif  : 

Si  un  terme  quelconque  a  est  donné,  il  existe  un 
terme  —  a,  tel  que  l'on  ait  à  la  fois  : 

a  x  (—  a)  :  —  :  0,         a  H-  (—  à)  :  =  :  1. 

La  première  de  ces  égalités  correspond  au  prin- 
cipe de  contradiction ,  la  seconde  au  principe  du 
tiers-exclu. 

Les  symboles  0,1,  —  permettent  de  transformer 
les  implications  en  identités  et  de  mettre  toutes 
les  identités  sous  une  forme  telle  que  le  second 
membre  soit  0  ou  1  : 


a  <C  b,  a 


1  :  <  :  6  =  1. 


a  <  b  :  —  : 
a  <  b  : .=  : 


a  x  (—  b)  =.  0, 
i-a)  = 
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puis  de  combiner  les  identités  par  addition  et  mul- 
tiplication, car  on  peut  déduire,  comme  cas  par- 
ticuliers de  la  loi  de  composition,  les  formules 
suivantes  : 

a  =  0,  b  =  0  :  =  :  a  -h  b  =  0, 
a  =  1,  b  =  1  : /==  :  a  x  b  =  1. 

On  ramène  ainsi  les  données  de  tout  problème 
logique,  c'est  à-dire  tout  système  de  prémisses,  à 
une  équation  qu'il  s'agit  de  résoudre  par  rapport 
à  une  ou  plusieurs  inconnues.  On  peut  tirer  de 
cette  équation,  en  vertu  des  règles  logiques,  toutes 
les  formes  équivalentes,  toutes  les  conséquences, 
toutes  les  causes  (c'est-à-dire  les  propositions  dont 
elle  est  la  conséquence)  et  toutes  les  racines.  Grâce 
à  cette  méthode,  due  à  Porestsky,  l'algèbre  de  la 
logique,  comme  l'algèbre  ordinaire,  tendà  devenir 
une  théorie  des  équations. 

Il  convient  de  formuler  un  dernier  principe,  que 
nous  appellerons  postulat  d'existence.  Il  signifie 
que  l'univers  du  discours  n'est  pas  nul,  ou  que  le 
vrai  et  le  faux  sont  distincts  : 

1  <}0, 

d'où 

Les  principes  précédents  et  les  théorèmes  qu'on 
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peut  en  déduire  constituent  ce  qu'on  appelle  YAl- 
gèbrede  la  logique.  Bien  que  beaucoup  plus  com- 
préhensive  que  la  logique  traditionnelle,  l'algèbre 
de  la  logique  est  encore  insuffisante  pour  qui  veut 
se  rendre  un  compte  exact  de  ce  qu'est  une  théorie 
déductive.  Elle  se  borne  à  étudier,  en  fait  de  re- 
lations, l'appartenance,  l'inclusion,  l'implication 
et  l'équivalence  ;  elle  laisse  de  côté  l'étude  des 
propriétés  formelles  d'un  très  grand  nombre 
d'autres  relations,  en  particulier  des  relations  ma- 
thématiques. Pour  combler  cette  lacune,  Peano  et 
Russell  ont  été  conduits  à  créer  la  Logique  des  re- 
lations. Pour  l'entendement  de  ce  qu'est  une 
théorie  déductive,  il  est  requis  d'en  dire  quelques 
mots. 


IV.  —  La  logique  des  relations 


Une  relation  a  lieu  entre  deux  ou  plusieurs 
termes  On  l'exprime,  suivant  le  cas,  par  l'écriture 
«  x  R  y  »  si  elle  est  binaire,  par  l'écriture  R 
«  x,  y,  z  »  si  elle  a  lieu  entre  plus  de  deux  termes. 
Dans  la  première  alternative,  a;  et  y  sont  dits  res- 
pectivement l'antécédent  et  le  conséquent  de  R. 
L'ensemble  des  antécédents  d'une  relation  cons- 
titue son  domaine;  l'ensemble  de  ses  conséquents, 
son  codomaine;  la  somme  logique  de  son  domaine 
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et  de  son  codomaine,  son  champ.  Soit  la  relation 
de  paternité  :  son  domaine  est  l'ensemble  des 
pères,  son  codomaine,  l'ensemble  des  enfants,  son 
champ,  l'ensemble  des  hommes. 

L'implication,  l'égalité,  l'addition  et  la  multi- 
plication, la  négation,  avec  toutes  leurs  propriétés, 
s'appliquent  aux  relations,  comme  aux  classes  et 
aux  propositions  :  toutes  les  formules  de  l'algèbre 
de  la  logique  sont  valables  pour  elles,  mais  il  existe 
des  opérations  qui  sont  spéciales  à  la  logique  des 
relations  :  la  conversion  et  la  multiplication  rela- 
tive. 

La  conversion  transforme  une  relation  R  en  une 
autre  Rc,  sa  converse,  en  intervertissant  les  anté- 
cédents et  les  conséquents  : 

xRy  :  <  :  yRca\ 

Cela  nécessite  un  axiome  «  Toute  relation  R  a  sa 
converse  »  qui  veut  dire  :  le  fait  pour  une  relation 
d'exister  entre  deux  termes  quelconques  x  et  y,  im- 
plique qu'une  autre  relation  Rc  existe  entre  y  et  .r. 
Le  fait  que  x  soit  le  père  de  y  implique  une  rela- 
tion de  filiation  entre  y  et  x. 

La  multiplication  relative  consiste  en  ceci  :  Si 
Ton  a  deux  relations  xRty,  yR2z,  telles  que  le  se- 
cond membre  de  la  première  soit  identique  au 
premier  membre  de  la  seconde,  il  existe  entre  x  et 
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z  une  relation  R3,  appelée  le  produit  relatif  de  Rt 
et  de  R2,  d'où  l'axiome  :  «  le  produit  relatif  de  deux 
relations  est  encore  une  relation  ».  Si  x  est  le 
frère  de  y,  y  le  père  de  z,  x  est  l'oncle  de  y,  la  re- 
lation oncle  est  le  produit  relatif  des  relations 
frère  et  père  :  l'oncle  est  le  frère  du  père. 

Le  produit  relatif  peut  se  représenter  symbo- 
liquement : 

*(Ri*R2)2  =  (xR,y)  +  (yR2z)  ; 

à  la  différence  de  la  multiplication  logique,  la 
multiplication  relative  n'est  pas  commutative. 

Les  relations  peuvent  se  classer,  au  point  de  vue 
purement  formel,  d'après  les  propriétés  dont  elles 
jouissent  par  rapport  aux  deux  opérations  précé- 
dentes. 

Une  relation  R  est  dite  symétrique,  si  elle  est 
identique  à  sa  converse,  c'est-à-dire  si  l'on  a  : 
xRy  ==  yRcx. 

Elle  est  dite  non-symétrique  dans  le  cas  con- 
traire. 

Une  relation  R  est  dite  transitive,  si  le  produit 
relatif  de  cette  relation  par  elle-même  est  iden- 
tique à  cette  relation.  Elle  est  intransitive  dans  le 
cas  contraire. 

Ainsi  l'égalité  est  symétrique  et  transitive,  la 
différence  est  symétrique  et  intransitive,  Fimpli- 
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cation  est  non-symétrique  et  transitive  (saut  dans 
le  cas  d'une  définition  où  elle  est  symétrique),  la 
relation  de  père  à  fils  est  non-symétrique  et  intran- 
sitive. 

Une  relation  est  dite  uniforme,  quand  à  chaque 
antécédent  correspond  un  conséquent  et  un  seul  ; 
coiiniforme,  lorsque  à  chaque  conséquent  corres- 
pond un  antécédent  et  un  seul  ;  biunivoqiie,  lorsque 
à  un  seul  antécédent  correspond  un  seul  consé- 
quent. 

On  peut  exprimer  la  première  de  ces  définitions 
par  l'écriture  : 
Relation  uniforme  R  :  =  :  R  <  (xRy,  xRz  :  <  : 

V= 

Une  relation  uniforme  est  une  relationnelle  que 
xRy  et  xRz  impliquent,  quel  que  soit  x,  que  y  est 
identique  à  z. 

Le  fait  d'être  symétrique  ou  non-symétrique, 
transitive  ou  intransitive,  uniforme  ou  couniforme 
ou  biunivoque  constitue  les  propriétés  formelles 
d'une  relation. 

Des  principes  précédents,  on  peut  déduire  ces 
deux  théorèmes  : 

I.  Le  produit  relatif  d'une  relation  uniforme 
et  de  sa  converse  est  une  relation  symétrique  et 
transitive. 
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II.  Réciproquement,  toute  relation  symétrique 
et  transitive  non  nulle  peut  être  considérée  comme 
le  produit  relatif  d'une  opération  uniforme  et  de 
sa  converse. 

Ces  théorèmes  permettent  de  formuler  le  prin- 
cipe suivant  qui  établit  une  nouvelle  opération 
logique,  l'abstraction  :  «  S'il  existe,  entre  les  élé- 
ments x,  y,  z  d'une  classe  a,  une  relation  symé- 
trique et  transitive,  il  existe  alors  une  notion 
unique  b>  et  une  relation  uniforme  S  entre  les 
éléments  x,  y,  z  et  b,  telle  que  la  relation  R  équi- 
vale au  produit  relatif  de  S  et  de  sa  converse, 
autrement  dit  telle  que  : 

xRij  :  —  :  (xSb  x  ySb  —  xSb  x  bScy). 

Soit,  par  exemple,  la  classe  a  des  droites  qui 
soutiennent  entre  elles  la  relation  symétrique  et 
transitive  R  de  parallélisme.  Il  existe  alors  une 
notion  b}  celle  de  leur  direction,  telle  qu'elle  est 
impliquée  uniformément  par  toutes  les  droites 
parallèles.  Dire  alors  que  les  droites  x,  y  sont  pa- 
rallèles, équivaut  à  affirmer  que  x  implique  la 
même  direction  que  celle  impliquée  par  y.  On 
forme  ainsi  le  concept  abstrait  de  direction.  Le 
principe  revient  à  ceci  :  Lorsqu'il  existe  une  rela- 
tion transitive  et  uniforme  entre  les  objets  d'un 
ensemble,  il  existe  alors  un  élément  commun  â 
Rougier.  4 
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ces  objets,  et  F  affirmation  de  cette  relation  équivaut 
â  Vaffirmation  de  l'identité  de  cet  élément  dans  tous 
les  objets  de  Vensemble.  Ces  objets  peuvent  être 
considérés  comme  égaux  en  tant  qu'ils  appar- 
tiennent à  la  classe  de  tous  les  objets  qui  possèdent 
cet  élément  commun.  Il  en  résulte  que  l'égalité  de 
deux  ou  plusieurs  objets  est  toujours  relative  au 
concept  abstrait  de  la  classe  dans  laquelle  on  les 
considère  ou  d'un  certain  groupe  de  transforma- 
tions (ou  correspondances)  qui  permet  de  passer 
d'un  de  ces  objets  aux  autres,  en  laissant  invariant 
cet  élément  commun. 

Nommons  fonction  f  de  a  tout  signe  /  qui,  placé 
devant  un  élément  x  quelconque  de  la  classe  a, 
fait  correspondre  à  a:  un  élément  f{x)  bien  déter- 
miné d'une  classe  b.  S'il  existe  alors  une  relation 
symétrique  et  transitive  (et  par  suite  aussi  ré- 
flexive)  entre  les  objets  x,  y  d'une  classe  a,  on  peut 
considérer  une  certaine  fonction  abstraite  de  x 
comme  identique  à  la  fonction  correspondante 
de  y  :  au  lieu  de  dire  que  deux  droites  sont  pa- 
rallèles, on  peut  dire  que  la  direction  d'une  droite 
est  identique  à  la  direction  d'une  autre.  Le  prin- 
cipe d'abstraction  peut  se  formuler  alors  ainsi  : 
«  Si,  quels  que  soient  les  éléments  x,  y,  x  d'une 
classe  a,  il  existe  une  relation  R  symétrique  et 
transitive  entre  ces  éléments,  il  existe  alors  une 
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classe  unique  b  et  une  fonction  unique  /possédant 
les  propriétés  suivantes  : 

«  1.  Quel  que  soit  l'élément  x  de  a,  f(x)  est  un 
élément  de  b. 

<k  2.  Quel  que  soit  l'élément  h  de  b,  il  existe  au 
moins  un  élément  x  de  a,  tel  que  f(x)  =  h. 

«  3.  x,  y  étant  des  éléments  quelconques  de  a, 
f(x)  —  f(y),  dans  le  cas  seul  où  x  est  dans  la  rela- 
tion R  avec  y  ». 

Il  suit  de  là  que  b  et  /"sont  des  fonctions  déter- 
minées de  a  et  de  R.  Dans  l'exemple  précédem- 
ment choisi,  la  classe  a  est  celle  des  droites,  la 
relation  R  celle  de  parallélisme,  la  fonction  / 
s'appelle  direction,  et  la  classe  6,  la  classe  des  di- 
rections de  droites  (ou  points  à  l'infini).  De  la 
même  façon,  en  partant  de  la  relation  de  con- 
gruence  pour  les  segments,  on  tire  la  classe  des 
longueurs  ;  de  l'équivalence  des  figures  ou  des  so- 
lides, celle  des  aires  ou  des  volumes  géométriques. 
On  obtient  de  même,  en  partant  de  relations  conve- 
nablement choisies,  les  classes  de  poids,  masses, 
températures,  quantités  de  chaleur,  nombres  ordi- 
naux, nombres  cardinaux,  etc. 

Aux  opérations  logiques  précédentes,  il  faut 
joindre  la  correspondance,  qui  consiste  à  associer 
les  éléments  de  deux  ou  plusieurs  classes  unifor- 
mément, biunivoquement  ou  couniformément 
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Toute  correspondance  entre  deux  ensembles  in- 
finis, qui  peut  être  définie  en  un  nombre  fini  de 
mots,  nécessite  au  préalable  que  l'on  ait  ordonné 
ces  ensembles.  Ordonner  une  classe  consiste  à  poser 
entre  les  éléments  x,  y,  z  de  cette  classe,  une  rela- 
tion >  telle  que. 

1.  x  >  x  :  <  :  0. 


Une  classe  ordonnée  s'appelle  série.  Convertir 
Tordre  d'une  correspondance  ou  d'une  série  s'ap- 
pelle invertir. 

Il  existe  une  dernière  opération  logique,  irréduc- 
tible aux  précédentes,  l  itération,  qui  donne  lieu 
au  principe  suivant  :  «  Lorsqu'une  opération  est 
logiquement  possible  une  fois,  on  peut  en  conce- 
voir la  répétition  un  nombre  indéfini  de  fois  ».  Ce 
principe,  appliqué  aux  classes  de  nombre  définis 
par  récurrence,  donne  lieu  à  ce  que  Poincaré  a 
appelé  le  principe  d'induction  complète. 


2, 


(x>y)  x  (y>x)  :  <  :  0. 
x  ;zf  y  :  <  :  (x  >  y)  -h  (y  >  x). 
x  >  y,  y  >  z  :  <  :x  >  z. 


3. 


4. 
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V.  —  Nature  et  fonction  des  propositions 

PREMIÈRES  DE  LA  LOGIQUE  DÉDUCTIVE 

Arrêtons-nous  sur  l'ensemble  des  propositions 
logiques  que  nous  venons  d'établir,  pour  en  étu- 
dier la  signification  et  le  rôle.  Elles  comprennent: 

l°un  postulat  d  existence,  qui  affirme  qu'il  existe 
des  objets  du  discours  ; 

2°  des  principes ,  que  nous  appellerons  formateurs, 
qui  expriment  que,  si  certains  objets  du  discours 
sont  donnés  (individus,  classes,  propositions,  re- 
lations), en  effectuant  sur  eux  certaines  opé- 
rations dont  on  postule  l'existence  (déduction, 
substitution,  addition,  multiplication  simple  ou 
relative,  négation,  conversion,  abstraction,  corres- 
pondance, itération),  on  peut  obtenir  de  nouveaux 
objets  (principes  du  syllogisme  hypothétique,  de 
la  substitution  des  équivalents,  de  l'addition,  de 
la  multiplication,  de  la  négation,  de  la  conversion, 
de  l'abstraction,  de  l'itération  et  de  l'induction 
complète,  etc.). 

3°  Enfin,  certaines  propositions,  que  nous 
appellerons  axiomes  de  relation,  qui  expriment 
les  propriétés  formelles  dont  jouissent  les  opéra- 
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tions  logiques  et  les  relations  entre  des  objets 
donnés  ou  construits  (réflexivité,  symétrie,  transi- 
tivité,  substitutivité,  commutativité,  associativité, 
distributivité,  tautologie,  simplification,  composi- 
tion, absorption,  uniformité,  biunivocité,  couni- 
formité).  Ces  axiomes  établissent  les  cas  les  plus 
simples  d'implication  et  d'équivalence  entre  des 
systèmes  donnés  de  rapports  logiques,  c'est-à-dire 
les  règles  les  plus  simples  de  la  déduction. 

La  formation  d'objets  et  de  rapports  nouveaux, 
que  l'ensemble  de  ces  propositions  autorise,  per- 
met de  tirer  d'elles  un  nombre  illimité  de  théo- 
rèmes, dont  le  corps  constitue  Y  Algèbre  de  la  lo- 
gique et  la  Logique  des  relations.  On  voit  combien 
il  est  illégitime  de  considérer  le  syllogisme  caté- 
gorique —  qui  se  ramène  à  la  transitivité  de  l'in- 
clusion —  comme  Tunique  fondement  de  toute 
déduction.  Une  démonstration,  pour  être  déduc- 
tive,  ne  sera  pas  tenue  de  ne  taire  appel  qu'à  des 
syllogismes  concluants. 

Les  opérations  que  postulent  les  principes  for- 
mateurs de  la  logique  correspondent  aux  procédés 
élémentaires  de  l'association  et  de  la  dissociation 
psychologiques.  Elles  permettent  d'obtenir  des 
nouveaux  objets,  en  partant  de  ceux  qui  sont 
donnés  (individus,  classes,  propositions,  relations), 
et  ceci   indéfiniment,  puisqu'on   peut  toujours 
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appliquer  par  récurrence  ces  principes  aux  objets 
de  plus  en  plus  complexes  qui  sont  ainsi  cons- 
truits. C'est  pour  cela  qu'une  lois  postulée  l'exis- 
tence de  certains  objets  du  discours,  la  logistique 
peut  se  développer  en  un  nombre  illimité  de 
théorèmes. 

VI.  —  Définition  et  déduction 

Opérer  par  addition,  multiplication,  abstrac- 
tion, etc.,  sur  des  objets  singuliers  ou  des  classes 
d'objets  pour  construire  de  nouvelles  notions 
s'appelle  définir  :  définir  une  notion  nouvelle, 
c'est  donc  la  ramener  à  l'aide  d'une  égalité  logique 
à  d'autres  notions,  combinées  ou  transformées 
suivant  les  opérations  logiques.  Il  y  a  autant  de 
types  de  définitions  que  d'opérations  logiques  dis- 
tinctes. Les  plus  usuelles  sont  les  définitions  par 
réunion,  interférence,  correspondance  et  abstrac- 
tion. 

La  définition  par  réunion  consiste  à  former  une 
notion  nouvelle  par  l'addition  logique  de  plu- 
sieurs éléments  de  classe  ou  de  plusieurs  classes 
données  :  ainsi,  en  additionnant  les  côtés  d'un 
polygone,  on  forme  la  notion  nouvelle  d&  leur 
somme  logique  ou  de  leur  ensemble,  c'est-à-dire 
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la  notion  de  périmètre.  La  définition  par  interfé- 
rence consiste  à  former  une  notion  nouvelle  par 
la  multiplication  logique  de  classes  données  :  ainsi 
la  notion  de  carré  résulte  de  la  multiplication  de 
la  classe  des  losanges  par  la  classe  des  rectangles. 
On  peut  former,  pareillement,  des  classes  de 
classes  et  des  séries  de  séries.  La  définition  par 
correspondance  consiste  à  se  donner  une  certaine 
correspondance  entre  deux  classes  d'objets  a  et  b  ; 
on  peut  alors  définir  un  élément  de  la  classe  a 
comme  celui  qui  correspond  à  un  autre  élément 
de  la  classe  b  en  vertu  de  la  correspondance 
admise.  Ainsi,  en  analyse,  une  fonction  est  définie 
comme  une  correspondance  établie  entre  deux  ou 
plusieurs  ensembles  de  valeurs,  de  sorte  que.,  en 
partant  des  valeurs  de  la  variable,  on  puisse 
obtenir,  en  effectuant  les  opérations  indiquées,  les 
valeurs  de  la  fonction.  De  même,  en  géométrie,  on 
peut  définir  des  figures  nouvelles,  en  partant  de 
figures  données,  à  l'aide  d'une  certaine  transfor- 
mation qui  met  cliaque  point  de  cette  figure  en 
correspondance  avec  les  points,  les  droites,  les 
sphères  de  sa  transformée.  Lorsque  la  correspon- 
dance établie  a  lieu  entre  des  points,  la  transfor- 
mation est  dite  ponctuelle.  Le  procédé  de  défini- 
tion par  correspondance,  combiné  avec  l'itération, 
donne  lieu  aux  définitions  dites  par  récurrence. 
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Ce  sont  celles  dans  lesquelles  on  se  réfère  à  cer- 
taines expressions  de  langage  telles  que  :  le  père 
de...,  le  successeur  de...,  la  cause  de...  Elles  con- 
sistent en  ceci  !  Etant  donné  un  objet  a,  on  lui  fait 
correspondre,  suivant  une  certaine  règle,  l'objet 
/(a),  puis,  en  répétant  l'opération,  l'objet  ff(a)y  etc. 
On  désignera  par  fn(a),  l'objet  obtenu  en  répétant 
n  fois  l'opération  /.  On  peut  alors  définir  une 
classe  K  comme  suit  :  Si  K  est  une  classe  telle 
qu'elle  contient  a,  et  que,  si  elle  contient  n,  elle 
contient  aussi  f(n)  ;  toute  classe  G  qui  contient  a 
et  qui  ne  peut  contenir  aucun  objet  de  K  sans  con- 
tenir /(a),  contient  la  classe  K  et  lui  est  identique. 
Cette  troisième  condition  équivaut  au  principe 
d'induction  complète.  Effectivement,  soit  P  une 
proposition  dont  on  a  démontré  :  qu'elle  est  vraie 
de  a,  et  que,  si  elle  est  vraie  de  n,  elle  est  vraie 
de /(n).  Soit  G  la  classe  d'objets  pour  laquelle  P 
est  vraie;  à  l'aide  de  la  troisième  condition,  on 
démontre  que  G  contient  la  classe  K.  On  peut 
donc  raisonner  par  récurrence  sur  tous  les  objets 
définis  par  récurrence,  tels  que  les  nombres. 

Il  reste  la  définition  par  abstraction,  dont  nous 
avons  déjà  parlé. 

La  construction  de  nouveaux  objets,  à  partir 
d'objets  donnés,  entraîne  l'existence  de  rapports 
logiques  entre  les  objets  donnés  et  les  objets  cons- 
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truits.  Ces  rapports  expriment  les  opérations  lo- 
giques effectuées  sur  les  objets  donnés  pour 
obtenir  les  objets  construits.  Si,  à  l'aide  des  trois 
objets  a,  b,  c,  nous  formons  la  classe  Cls,  nous 
pourrons  immédiatement  écrire  : 

a  eCls,    ôeCls,   csCls  ; 

et  si  les  classes  Osa  et  ClsS  ont  été  formées  respec- 
tivement par  l'addition  logique  des  individus 
(a,  b,  c)  (a,  d,  e),  nous  aurons  évidemment  : 

Clsa  x  Cls£  :  =  :1;     ae(Cls*  x  Cls?). 

Les  relations  d'appartenance,  d'inclusion,  d'éga- 
lité entre  les  individus  et  les  classes,  l'existence 
logique  ou  la  nullité  des  classes  résultent  ainsi  de 
l'addition  et  de  la  multiplication  logiques  d'objets 
singuliers  ou  de  classes  d'objets.  De  même,  les 
différentes  relations  entre  les  propositions  et  les 
relations  résultent  des  opérations  effectuées  sur 
des  systèmes  de  propositions  ou  de  relations. 

Ces  remarques  nous  permettent  d'établir  les  pro- 
positions suivantes  : 

I.  D'une  façon  générale,  toute  opération  logique 
effectuée  sur  des  objets  quelconques  du  discours 
(individus,  classes,  propositions,  relations)  revient 
à  poser  certains  rapports  logiques  nouveaux  entre 
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les  objets  ainsi  construits  et  les  objets  primitifs 
dont  on  est  parti. 

IL  Réciproquement,  les  rapports  logiques  exis- 
tant entre  des  objets  donnés  reviennent  à  établir 
certaines  conditions  auxquelles  doivent  satisfaire 
des  opérations  logiques  qui,  en  partant  d'objets  élé- 
mentaires déterminés,  permettent  de  construire  les 
objets  nouveaux  dont  il  est  question.  Soitl'axiome  : 
«  Lorsque  deux  points  distincts  d'une  droite  ap- 
partiennent à  un  plan,  cette  droite  appartient  à  ce 
plan.  »  On  peut  considérer  tout  droite  et  tout  plan 
comme  formés  par  la  réunion  d'un  nombre  infini 
de  points,  comme  des  classes  de  points  par  consé- 
quent. Le  rapport  d'appartenance,  énoncé  dans 
l'axiome,  exprime  alors  une  condition  à  laquelle 
doit  satisfaire  la  réunion  d'un  nombre  infini  de 
points,  pour  former  les  classes  de  «  droites  »  et 
de  «  plans  ». 

Pour  obtenir  indéfiniment  de  nouveaux  rapports 
(théorèmes)  sur  lesquels  pouvoir  raisonner,  il  suffit 
donc  de  construire  indéfiniment,  grâce  aux  opéra- 
tions  logiques,  de  nouveaux  objets  (définitions). 
C'est  la  construction  de  nouveaux  objets  qui  rend 
compte  de  V inépuisable  développement  dune  science 
déductive  quelconque. 

Opérer  par  addition,  multiplication,  substitu- 
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tion,  sur  des  systèmes  de  rapports  logiques  entre 
des  objets  donnés  ou  construits,  afin  d'obtenir  de 
nouveaux  rapports  entre  ces  mêmes  objets,  s'ap- 
pelle déduire.  Déduire  un  rapport  fou  un  système 
de  rapports),  c'est  donc  le  ramener,  par  voie  de 
substitution  ou  d'implication,  à  une  certaine  com- 
binaison logique  d'autres  rapports  équivalents  ou 
qui  en  sont  la  condition. 

Deux  rapports  ou  deux  systèmes  de  rapports 
sont  équivalents,  par  suite  substituables,  lors- 
qu'ils sont  formés  ou  peuvent  être  formés  à 
l'aide  des  mêmes  opérations  logiques  entre  des 
objets  donnés  ou  construits,  c'est-à-dire  lorsqu'ils 
énoncent  que  les  opérations  constructives  dont 
ils  sont  l'expression  satisfont  aux  mêmes  con- 
ditions. Un  système  S'  est  la  conséquence  du 
système  S,  lorsque  les  conditions  exprimées  par 
S7  satistont  aux  conditions  exprimées  par  S. 

La  possibilité  de  déduire  résulte  de  ce  qu'il  y  a 
diverses  façons  équivalentes  déformer,  à  partir  des 
mêmes  objets  donnés,  les  mêmes  objets  nouveaux 
suivant  les  mêmes  opérations  logiques.  Si,  par 
exemple,  la  classe  Cls  est  formée  par  l'addition  lo- 
gique des  objets  a,  b,  c,  on  peut  la  former  indiffé- 
remment en  unissant  a  à  b  puis  à  c,  ou  c  à  b  puis 
à  a,  ou  (a  4-  b)  à  c  ou  a  à  {b  -4-  c),  en  vertu  de  la 
commutativité  et  de  l'associativité.  de  l'addition. 
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On  peut  ainsi  former  les  quatre  systèmes  de  rap- 
ports : 

a,  b,  c  s  Cls 
c,  6,  a  s  Cls 

(a  -h  b),  c  £  Cls 
a,  (6  -f-  c)  £  Cls, 

tous  équivalents. 

Les  différentes  façons  d'effectuer  les  mêmes  opé- 
rations constituent  les  lois  de  ces  opérations  (sy- 
métrie, transitivité,  commutativité,  associati- 
vité,  etc.).  Ces  lois  sont  les  règles  de  la  déduc- 
tion. 

) 

Toute  théorie  déductive  procédera  par  étapes, 
comme  suit.  Partant  d'objets  donnés  et  de  certains 
rapports  entre  eux,  on  déduira  de  nouveaux  rap- 
ports entre  ces  mêmes  objets,  en  opérant  par  addi- 
tion, multiplication,  substitution  de  systèmes 
équivalents  de  rapports.  Une  fois  obtenus  tous 
les  rapports  possibles  entre  ces  objets,  on  cons- 
truira par  définition  de  nouveaux  objets  à  partir 
des  premiers.  On  se  procurera  ainsi  de  nouveaux 
rapports  entre  les  objets  primitifs  et  les  objets 
ainsi  construits.  De  ces  rapports,  on  en  déduira 
d'autres  entre  ces  mêmes  objets  jusqu'à  ce  qu'on 
en  ait  épuisé  la  série.  On  formera  alors  de  nou~ 
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veaux  objets,  encore  plus  complexes,  pour  déduire 
de  nouveaux  rapports  des  rapports  nouveaux  ainsi 
obtenus,  etc.  La  science  procédera  par  chapitres 
successifs  portant  sur  des  objets  déplus  en  plus 
complexes.  Il  n'y  aura  p^s  de  limite  à  son  déve- 
loppement, puisque  la  faculté  de  former  de  nou- 
veaux objets,  à  partir  de  ceux  déjà  obtenus,  est  en 
soi  inépuisable. 

Ces  prolégomènes  logiques  sont  dès  lors  suffi- 
sants pour  étudier  l'économie  d'une  théorie  déduc- 
tive. 


CHAPITRE  III 
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Une  théorie  dédactive  consiste  à  partir  d'un  petit 
nombre  d'objets  indéfinissables  et  de  propositions  in- 
démontrables,  pour  construire,  à  Vaide  des  seules 
opérations  de  la  logique,  de  nouveaux  objets  logi- 
quement existants,  et  pour  déduire,  en  vertu  des 
seules  règles  du  calcul  logique,  de  nouvelles  proposi- 
tions nécessairement  vraies,  à  supposer  que  les  pre- 
miers objets  et  les  premières  propositions  ne  soient 
pas  contradictoires. 

I.  —  Double  processus  de  réduction 

DES  THÉORIES  DÉDUCTIVES 

En  vertu  de  cette  définition,  toute  théorie  déduc- 
tive  consistera  en  un  double  processus  de  réduc- 
tion :  réduction  des  notions  les  unes  aux  autres 
par  définition,  réduction  des  propositions  les  unes 
aux  autres  par  démonstration.  Définir  une  notion, 
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c'est  la  ramener,  à  l'aide  des  seules  opérations  de 
la  logique,  à  une  combinaison  de  notions  plus 
simples  :  démontrer  une  proposition,  c'est  ,  la  ra- 
mener, au  moyen  des  simples  implications  et 
substitutions  permises  par  les  règles  du  calcul 
logique,  aune  combinaison  formelle  d'autres  pro- 
positions, admises  pour  vraies  ou  précédemment 
démontrées.  Ce  double  processus  de  réduction  ne 
peut  être  indéfiniment  poursuivi.  11  est  nécessaire 
de  s'arrêter  à  un  petit  nombre  de  notions  indéfi- 
nissables, auxquelles  on  puisse  réduire  toutes  les 
autres  à  l'aide  de  définitions  nominales  ;  à  un 
petit  nombre  de  propositions  indémontrables, 
auxquelles  on  puisse  ramener  toutes  les  autres  à 
l'aide  de  démonstrations.  Toute  tbéorie  déductive 
comprend  ainsi  deux  sortes  de  notions  et  de  pro- 
positions :  les  notions  premières,  qui  sont  nomi- 
nalement indéfinissables,  et  les  notions  dérivées, 
définissables  à  partir  d'elles  ;  les  propositions  pre- 
mières qui  sont  indémontrables,  appelées  indiffé- 
remment dans  la  suite  axiomes,  postulais  ou  prin- 
cipes, et  les  propositions  dérivées,  démontrables  à 
partir  d'elles,  que  l'on  nomme  communément 
théorèmes. 

Toute  théorie  déductive  repose  ainsi  sur  un  sys- 
tème de  notions  premières  indéfinissables  et  de  pro- 
positions premières  indémontrables. 
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IL  —  Conditions  imposées  au  choix 
d'un  système  de  notions  et  de  propositions 
premières 

Le  choix  d'un  système  de  notions  et  de  proposi- 
tions premières  est  conventionnel,  indéterminé, 
mais  non  arbitraire. 

1°  Il  est  conventionnel,  en  ce  sens  qu'aucune  signi- 
fication absolue  ne  s  attache  aux  qualificatifs  d'in- 
définissable et  d'indémontrable,  de  notion  première 
et  de  proposition  première.  Une  notion  n'est  indéfi- 
nissable et  une  proposition  indémontrable  que  par 
rapport  à  un  certain  système  de  définitions  et  à 
un  certain  ordre  de  démonstrations  ;  avec  un 
autre  système  et  selon  un  autre  ordre,  les  mêmes 
notions  peuvent  être  définies  et  les  mêmes 
propositions  démontrées.  Ainsi,  pour  exposer  dé- 
ductivement  la  géométrie  métrique  d'Euclide, 
une  infinité  de  systèmes  de  notions  et  de  proposi- 
tions premières,  tous  équivalents  entre  eux,  sont 
possibles.  M.  Peano  prend  comme  premières  les 
notions  de  point  et  de  segment  ;  M.  Pieri,  celles  de 
point  et  de  mouvement  ;  M.  Veblen,  de  point  et 
d'ordre  ;  M.  Padoa,  de  point  et  de  distance  de  deux 
points  ;  M.  Hilbert,  de  point,  droite,  plan,  situé  sur9 
situé  entre,  parallèle,  le  choix  de  propositions  pre~ 
Rougier.  5 
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mières  variant  dans  chaque  cas  avec  celui  des  no- 
tions prises  comme  indéfinissables. 

Tous  ces  systèmes  sont  équivalents,  c'est-à-dire 
qu'on  peut  en  déduire  le  même  corps  de  proposi- 
tions. Ce  qui  importe,  c'est  donc  moins  le  système 
variable  des  notions  et  des  propositions  pre- 
mières, que  l'ensemble  permanent  de  leurs  con- 
séquences. Demander  si  une  notion  est  définis- 
sable ou  si  une  proposition  est  indémontrable, 
sans  spécifier  à  quel  système  de  notions  et  de  pro- 
positions premières  on  se  réfère,  est  une  question 
aussi  vide  de  sens  que  demander  si  un  corps  est 
en  repos  ou  en  mouvement,  sans  précisera  quel 
système  de  coordonnées  on  le  rapporte.  La  ques- 
tion: Le  postulat  dEuclide  est-il  démontrable,  en 
partant  des  antres  postulats  énoncés  par  Eticlide  ? 
a  un  sens;  mais  demander  d'une  façon  absolue  : 
Le  postulatum  est-il  démontrable?  n'en  a  aucun, 
parce  qu'il  n'existe  pas  de  notions  et  de  proposi- 
tions géométriques  que  l'on  puisse  considérer 
absolument  comme  premières.  C'est  ce  qui  fait  la 
la  vanité  des  controverses  des  géomètres,  depuis 
Proclus,  sur  la  possibilité  de  démontrer  ou  non  le 
postulatum  d'Euclide  ;  des  disputes  théologiques 
du  Moyen  Age  sur  la  démonstration  de  l'exis- 
tence de  Dieu  ;  des  discussions,  inaugurées  au 
xvine  siècle  par  l'Académie  de  Berlin,  sur  lésa 
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ractère  nécessaire  ou  contingent  des  principes  mé- 
caniques, qui  toutes  ne  précisent  pas  le  système 
de  propositions  premières,  philosophiques,  géo- 
métriques ou  mécaniques,  dont  on  convient  de 
partir.  Ainsi,  l'existence  de  Dieu,  rationnellement 
démontrable  en  partant  des  principes  de  la  phi- 
losophie de  saint  Thomas,  cesse  de  l'être  lors- 
qu'on prend  pour  prémisses  celles  du  criticisme 
de  Kant  ou  de  l'évolutionnisme  de  Spencer.  Le 
postulat  d'Euclide,  pris  comme  indémontrable, 
permet  de  démontrer  qu'il  existe  des  figures  sem- 
blables ou  que  la  somme  des  angles  d'un  triangle 
est  égale  à  deux  droits  ;  réciproquement,  en  par- 
tant de  l'une  ou  l'autre  de  ces  deux  propositions, 
prises  comme  premières,  on  peut  démontrer  le 
postulatum  d'Euclide.  Pour  ce  qui  est  des  défini- 
tions, on  peut  partir  de  la  notion  de  force  pour 
définir  la  masse  ou  de  la  notion  de  masse  pour 
définir  la  force  ;  on  peut,  de  plus,  en  mécanique 
rationnelle,  définir  la  masse  comme  le  quotient  de 
la  force  par  l'accélération,  ou  de  l'impulsion  par 
la  vitesse  (masse  maupertuisienne),  ou  du  double 
de  l'énergie  cinétique  par  le  carré  de  la  vitesse 
(masse  cinétique  de  H.  Poincaré). 

2°  Le  choix  d'un  système  est  indéterminé,  en  ce 
sens  qu'aucune  signification  particulière,  intuitive, 
concrète,  psychologique,  ne  s'attache  aux  notion® 
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premières  d'une  théorie  déductive.  On  doit  traiter 
ces  notions  comme  des  symboles  non  définis  et 
raisonner  sur  eux,  c  est  à-dire  opérer  les  transfor- 
mations permises  par  le  calcul  logique,  sans  se 
préoccuper  de  savoir  ce  qu'ils  représentent.  C'est 
ce  qui  fait  dire  à  Russell  :  «  La  mathématique  est 
une  science  où  Ton  ne  sait  jamais  de  quoi  Ton 
parle,  ni  si  ce  qu'on  dit  est  vrai  ».  L'avantage 
d'une  telle  procédure  est  d'éliminer  tout  appel  à 
l'intuition  dans  la  suite  des  déductions.  Un  appel 
à  l'intuition  risque  de  faire  intervenir  implicite- 
ment un  postulat  nouveau  et  substitue,  dans  le 
cas  le  plus  favorable,  l'évidence  assertorique,  que 
procure  l'intuition  spatiale,  à  la  nécessité  apodic- 
tique  que  dispense  seul  le  raisonnement. 

Ce  que  l'on  perd  ainsi  en  détermination,  on  le 
gagne  en  généralisation.  Puisque  la  vérité  des 
propositions  que  l'on  déduit  est  indépendante  de 
l'interprétation  des  notions  premières  sur  les- 
quelles on  raisonne,  une  théorie  déductive  a  un 
caractère  purement  formel,  indépendant  de  la 
matière  à  laquelle  on  l'applique.  Cest  une  sorte  de 
schème  logique,  un  barème  de  déductions  toutes 
faites9qui  peuvent  s'appliquer  aux  objets  matérielle- 
ment les  plus  divers,  pourvu  que  ceux-là  vérifient 
les  relations  énoncées,  dans  les  propositions  pre- 
mières, entre  les  symboles  non  définis  de  la  théorie. 
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77  peut  donc  y  avoir  plusieurs  interprétations,  maté- 
riellement différentes,  d'une  même  théorie  dèductive. 
C'est  ainsi  que  Poincaré  a  pu  fournir  trois  inter- 
prétations euclidiennes  différentes  de  la  géométrie 
de  Lobatchefski,  envisagée  d'un  point  de  vue 
formel  comme  un  simple  système  déductif.  C'est 
ce  qui  l'a  conduit  à  écrire  :  «  Les  mathématiciens 
n'étudient  pas  des  objets,  mais  des  relations  entre 
les  objets;  il  leur  est  donc  indifférent  de  rem- 
placer ces  objets  par  d'autres,  pourvu  que  les  re- 
lations ne  changent  pas.  La  matière  ne  leur  im- 
porte pas,  la  forme  seule  les  intéresse (1)  ». 

3°  Tout  en  étant  conventionnel  et  indéterminé, 
le  choix  d'un  système  n'est  pas  pour  cela  arbi- 
traire. Il  est  tenu  à  respecter  deux  conditions  né- 
cessaires :  la  suffisance  et  la  cohérence. 

Un  système  est  suffisant,  si,  en  partant  des  no- 
tions et  des  propositions  choisies  comme  pre- 
mières, on  peut  définir  toutes  les  autres  notions 
et  démontrer  toutes  les  autres  propositions  de  la 
science  considérée.  I!  est  cohérent,  si  les  proposi- 
tions premières  sont  compatibles,  c'est-à-dire  ne 
conduisent  à  aucune  contradiction  dans  la 
suite. 

Pour  établir  la  cohérence  d'un  système  de  pos- 


(i)  Science  et  Hypothèse,  p.  3^. 
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tulats,  on  peut  suivre  deux  méthodes  :  Tune  intui- 
tive, l'autre  logique. 

La  première  méthode  repose  sur  le  principe  : 
tout  ce  qui  est  réel  est  possible,  en  entendant  par 
réel  ce  qui  existe  empiriquement  ou  ce  qui  peut 
se  figurer  intuitivement.  On  cherche  alors  à  don- 
ner des  symboles  non  définis  d'une  théorie  une 
interprétation  concrète  qui  vérifie  toutes  les  rela- 
tions énoncées  dans  les  propositions  premières. 
Ainsi,  on  peut  établir  la  consistance  des  axiomes 
d'Euclide,  en  montrant  qu'ils  deviennent  des  pro- 
positions vraies,  quand  on  envisage  les  points, 
les  classes  de  points  et  leurs  relations  spatiales, 
comme  les  objets  et  les  relations  déterminés  aux- 
quels ils  se  réfèrent. 

Ce  n'est  là,  du  reste,  qu'une  interprétation  entre 
beaucoup  d'autres  possibles.  Cette  interprétation 
est  toutefois  remarquable,  en  ce  que  les  ensembles 
de  points  et  leurs  rapports  spatiaux  (plus  juste- 
ment, les  corps  solides  et  leurs  déplacements)  ont 
été  pour  nous  l'occasion  de  créer  la  métrique 
d'Euclide.  De  même  encore,  pour  écarter  de  la 
planimétrie  non  euclidienne  le  soupçon  d'incohé- 
rence, Beltrami  l'interprète  comme  la  métrique 
des  surfaces  à  courbure  constante,  en  faisant  cor- 
respondre aux  droites  non  euclidiennes  les  géodé- 
siques  de  ces  surfaces. 
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La  seconde  méthode,  dite  logique,  est  relative  : 
elle  s'applique  à  tous  les  cas,  sauf  un.  Elle  consiste 
en  ceci  :  une  fois  admise  la  cohérence  des  notions 
et  des  propositions  premières  d'une  certaine 
théorie,  on  cherche  à  donner  des  symboles  non 
définis  d'une  nouvelle  théorie  une  interprétation 
fondée  sur  la  première.  Une  fois  admise,  par 
exemple,  la  compatibilité  des  postulats  de  la  géo- 
métrie projective  ou  de  la  géométrie  ordinaire,  on 
ramène  à  ceux-là  les  propositions  des  métriques 
non-euclidiennes.  La  présomption  que  ces  disci- 
plines ne  soient  pas  contradictoires,  se  trouve 
ramenée  à  celle  de  la  compatibilité  des  principes 
posés  par  von  Staudt  ou  Euclide  :  c'est  la  voie 
suivie  par  Cayley,  Klein  et  Poincaré.  La  cohérence 
des  propositions  d'Euclide  peut  être  garantie  à  son 
tour  par  celle  des  principes  de  l'analyse,  en  tradui- 
sant les  propositions  géométriques  sous  forme 
d'équations,  par  l'emploi  des  coordonnées  :  on 
obtient  des  relations  analytiques  dont  la  non  con- 
tradiction, par  suite  de  l'arithmétisation  des  ma- 
thématiques, dépend  de  celle  des  principes  de 
l'arithmétique.  Mais,  des  principes  de  l'arithmé- 
tique on  peut  donner  une  interprétation  logistique, 
que  M.  Pieri  a  développée  (1),  ainsi  que  MM.  Rus- 

I 

(1)  Pieri,  Sur  la  comptabilité  des  axiomes  de  Varithmé- 
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sell  et  Whitehead.  En  fin  de  compte,  la  cohérence 
des  sciences  mathématiques  se  trouve  ramenée  à 
celle  de  la  logistique. 

Hiibert  s'est  demandé  si  on  ne  pourrait  pas  ar- 
river à  prouver  directement  la  non-contradiction 
des  axiomes  d'une  science  déductive  (1).  Il  Ta  en- 
trepris pour  les  principes  de  l'arithmétique.  Sa 
tentative  était  nécessairement  vouée  à  l'échec,  et 
Poincaré  ne  s'est  pas  fait  faute  de  la  critiquer  (2). 
En  effet,  les  contradictions  ou  les  dépendances 
des  propositions  peuvent  être  démontrées  par  des 
raisonnements  apodictiques,  au  lieu  que  les  non- 
contradictions  ou  les  indépendances  des  proposi- 
tions ne  peuvent  être  établies  que  par  des  consta- 
tations assertoriques. 

D'autres  desiderata  peuvent  être  requis,  d'ordre 
quasi-esthétique  et,  à  ce  titre,  nullement  exi- 
gibles :  ce  sont  V indépendance,  V irréductibilité  ou 
la  nécessité  des  notions  et  propositions  premières, 
et  leur  plus  grande  économie  possible. 

tique,  ap.  Revue  de  métaphysique  et  morale ,  1906,  p.  196- 
207. 

(1)  D.  Hilbert,  Ueber  die  Grundlagen  der  Logik  and 
der  Arithmetik,  ap.  Verhandl.  III.  Int.  Math.-Kongr.  in 
Heidelberg,  1904;  Grundlagen  der  Géométrie  3e  Aufl., 
Leipzig,  1899,  Anhang  VII. 

(2)  Science  et  méthode,  p.  179-185. 
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On  dit  que  les  propositions  premières  sont  indé- 
pendantes, quand  aucune  d'elles  ne  peut  être  dé- 
finie au  moyen  des  autres,  en  partant  des  postulats 
qui  déterminent  leurs  relations  ;  on  dit  que  les 
propositions  premières  sont  indépendantes,  quand 
aucune  d'elles  ne  peut  être  démontrée  au  moyen 
des  autres  Pour  établir  qu'une  notion  est  indé- 
pendante des  autres  notions  premières,  il  faut  et 
il  suffit  de  changer  son  interprétation,  sans  mo- 
difier celle  des  autres  :  si  elle  pouvait  se  définir  au 
moyen  de  celles-ci,  sa  signification  serait  déter- 
minée univoquement  dès  qu'on  aurait  fixé  leur 
sens,  et  on  ne  pourrait  modifier  son  interpréta- 
tion qu'au  prix  de  celle  de  toutes  les  autres.  Par 
conséquent,  pour  établir  qu'un  système  de  no- 
tions premières  est  irréductible,  il  faut  et  il  suffit 
quon  puisse  trouver  une  interprétation  pour  cha- 
cune délies,  qui  vérifie  le  système  des  propositions 
premières  et  qui  continue  à  le  vérifier  quand  on 
change  le  sens  de  la  seule  notion  considérée.  Pour 
établir  qu'un  postulat  est  indépendant  des  autres, 
on  montre  que  la  proposition  contraire  est  compa- 
tible avec  les  autres  postulats  ;  pour  établir  qu'un 
système  de  postulats  est  irréductible,  il  faut  et  il 
suffit  alors  quon  puisse  trouver,  pour  chacun  d'eux, 
une  interprétation  du  système  des  symboles  non 
définis,  qui  vérifie  tous  les  postutats,  sauf  celui-là. 
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Ainsi  les  interprétations  intuitives  des  géométries 
non  euclidiennes  montrent  l'indépendance  du  pos- 
tulat d'Euclide  à  l'égard  des  autres  axiomes  de  la 
géométrie  métrique  ordinaire.  Dans  ce  cas,  on  dit 
qu'on  a  démontré  Y  indépendance  absolue  des  pro- 
positions entre  elles.  Il  arrive,  en  effet,  qu'on 
puisse  seulement  établir  leur  indépendance  or- 
donnée, c'est-à-dire  montrer  que  chacune  d'elles 
est  indépendante  de  la  précédente. 

Le  desideratum  de  la  plus  grande  économie  pos- 
sible consiste  à  réduire  au  minimum  le  nombre 
des  notions  et  des  propositions  choisies  comme 
premières.  Cette  condition  est  souvent  obtenue  au 
détriment  de  la  clarté  et  de  l'aisance  de  l'exposi- 
tion. 

III.  —  Nature  des  propositions  premières 
d'une  théorie  déductive. 

Les  propositions  premières  d'une  théorie  déduc- 
tive ont  été  distinguées  par  les  Anciens,  suivant 
l'exemple  d'Aristode,  d'Euclide  et  de  Proclus,  en 
axiomes  et  en  postulats.  Les  axiomes  seraient  évi* 
dents  ex  tevminis,  ils  géraient  vrais  par  eux-mêmes 
xa(T  l'au-ca  :  ce  seraient  des  jugements  analytiques, 
inconditionnellement  nécessaires  ;  les  postulats 
seraient  des  jugements  synthétiques,  dont  levi- 
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dence  n'aurait  rien  d'immédiat,  mais  qui  seraient 
requis  au  cours  des  démonstrations.  Les  axiomes 
exprimeraient  des  propriétés  communes  à  tous  les 
ordres  de  grandeurs,  d'où  leur  dénomination  de 
notions  communes  ;  les  postulats  ne  s'applique- 
raient qu'à  une  seule  espèce  de  grandeurs.  Les 
axiomes  énonceraient  les  propriétés  générales  des 
grandeurs  de  tout  ordre  ;  les  postulats  réclame- 
i aient  la  possibilité  d'effectuer  certaines  cons- 
tructions particulières,  assumant  à  l'égard  des 
axiomes,  le  même  rôle  que  les  problèmes  de  cons- 
truction par  rapport  aux  théorèmes.  Pour  jouir 
d'une  très  longue  prescription,  la  distinction  entre 
les  axiomes  et  les  postulats  est  aujourd'hui  su- 
rannée. Locke  et  Leibniz  remarquaient  déjà  que 
les  axiomes,  conçus  à  la  façon  d'Euclide,  ne  rem- 
plissent aucun  rôle  effectif  dans  les  démonstra- 
tions. En  réalité,  ou  bien  ils  se  ramènent  à  des 
propositions  de  logique  qui  servent  comme  règles 
de  déduction,  ou  bien  ce  sont  des  principes  propres 
à  la  science  dont  il  s'agit,  et  par  suite  des  postu- 
lats. Par  exemple,  l'axiome  euclidien  :  «  Deux 
quantités  égales  à  une  même  troisième  sont  égales 
entres  elles  »  se  ramène  à  la  règle  logique  de  la 
transitivité  de  l'égalité  ;  mais,  dans  son  usage  géo- 
métrique, il  signifie  que  les  objets,  qu'on  est  con- 
venu d'appeler  segments  et  angles,  jouissent  d'une 
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certaine  relation  transitive  (congruence),  ou  encore 
que  les  déplacements  forment  un  groupe. 

A  la  distinction  classique  des  axiomes  et  des 
postulats,  il  convient  de  substituer  celle  des  prin- 
cipes communs  de  la  Logique  et  des  principes 
propres  des  sciences  spéciales. 

Les  principes  propres  des  sciences  spéciales, 
tout  comme  les  principes  communs  de  la  Logique, 
se  divisent  en  trois  groupes  : 

1.  Les  uns  postulent  l'existence  de  certains  objets 
(individus  ou  classes)  et  les  dénombrent  :  appelons- 
les  postulats  d'existence  ;  et,  au  cas  où  ils  spécifient 
que  l'élément  d'une  classe  est  unique,  postulats 
d'unicité. 

IL  D'autres  expriment  que,  si  certains  objets 
sont  posés  comme  existants,  d'autres  le  sont  alors 
qui  soutiennent  avec  les  premiers  certaines  rela- 
tions. Dénommons-les  principes  constructeurs  ou 
formateurs,  parce  qu'ils  permettent,  étant  donnés 
certains  objets,  d'en  construire  indéfiniment  de 
nouveaux  par  récurrence,  et  par  suite  d'obtenir 
indéfiniment  de  nouveaux  systèmes  de  relations 
entre  les  objets  donnés  et  construits. 

III.  Il  en  est,  enfin,  qui  expriment  que,  si  cer- 
taines relations  existent  entre  des  objets  dont  l'exis- 
tence a  été  établie,  il  existe  entre  eux  d'autres  re- 
lations. Ces  relations  peuvent  être  des  relations 
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logiques  comme  celles  d'appartenance  et  d'inclu- 
sion, ou  des  relations  spéciales,  propres  à  la  science 
envisagée,  comme  celles  de  position,  d'ordre,  de 
congruence,  de  parallélisme  en  géométrie.  Conve- 
nons d'appeler  axiomes  de  relation  ces  dernières 
propositions. 

Nous  nous  servirons  du  terme  d'axiome  ou  de 
principe  tout  court  pour  désigner  une  proposition 
première,  quelle  qu'elle  soit. 

Les  principes  formateurs  et  les  axiomes  de  rela- 
tion constituent  ce  que  les  logisticiens  appellent 
des  fonctions  propositionnelles.  Appelons  variable 
un  terme  indéterminé,  un  symbole  non  défini, 
auquel  on  peut  substituer  un  terme  déterminé  qui 
en  constitue  une  certaine  interprétation  et  que 
l'on  nomme  une  vajeur  constante  de  la  variable  ; 
appelons  fonction  toute  expression  qui  contient 
une  ou  plusieurs  variables  ;  appelons  proposition 
une  énonciation  susceptible  de  vérité  ou  de  faus- 
seté ;  une  fonction  propositionnelle  sera  une  fonc- 
tion qui  devient  une  proposition  toutes  les  fois 
que  l'on  substitue  aux  variables  qui  y  figurent  des 
valeurs  constantes.  La  fonction  logique  :  «  x  est 
la  capitale  de  la  France  »  en  est  une,  car  c'est  une 
proposition  pour  toutes  les  valeurs  constantes 
attribuées  à  x  (vraie  pour  x  ===  Paris,  fausse  pour 
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toutes  les  autres  valeurs).  Ainsi  une  fonction 
propositionnelle  n'est  pas  une  proposition,  car 
elle  n'est  ni  vraie,  ni  fausse.  Elle  en  devient  une 
vraie  ou  fausse,  lorsque  Ton  remplace  les  va- 
riables par  des  valeurs  constantes  :  c'est  un  schème 
de  proposition  ou  encore  un  moule  logique  à  pro- 
positions. De  même,  une  équation  algébrique  con- 
tenant plusieurs  variables  est  une  fonction  propo- 
sitionnelle. En  effet,  elle  peut  être  vraie  pour  cer- 
tains systèmes  de  valeurs  et  fausse  pour  les 
autres  ;  mais  elle  n'a  de  sens  (elle  n'est  vraie 
ou  fausse)  que  si  Ton  assigne  aux  variables  des 
valeurs  déterminées,  d'ailleurs  tout  à  fait  quel- 
conques ;  sinon  elle  reste  une  forme  vide,  le 
schème  d'une  infinité  de  propositions  possibles. 

Les  principes  formateurs  et  les  axiomes  de  rela- 
tion d'une  théorie  déductive  sont  des  fonctions pro- 
positionnelles  qui  caractérisent  équivoquement  les 
symboles  non  définis  de  la  théorie,  comme  un  sys- 
tème d'équations  à  plusieurs  inconnues  caracté- 
rise ces  inconnues,  dans  le  cas  où  il  détermine 
leur  valeur  d'une  façon  équivoque  (car  si  le  système 
d'équations  n'admettait  qu'une  solution,  on  pour- 
rait obtenir  une  définition  explicite  et  nominale 
de  chacune  des  inconnues).  Par  exemple,  en  géo- 
métrie, les  symboles  non  définis  désignent  des 
points  ou  des  classes  de  points,  de  sorte  que? 
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comme  le  dit  Whitehead,  «  les  axiomes  géomé- 
0  triques  sontdes  propositions,  touchant  les  relations 
entre  des  points  »  ;  mais  les  «  points  mentionnés 
dans  les  axiomes  ne  sont  pas  une  classe  spéciale  et 
déterminée  d'entités,  cç  sont  en  réalité  n'importe 
quelles  entités  qui  se  trouvent  soutenir  des  rela- 
tions mutuelles,  telles  que  les  axiomes  soient  vrais 
quand  ils  se  réfèrent  à  ces  entités  et  à  ces  relations. 
Par  conséquent  (la  classe  des  points  étant  indé- 
terminée), les  axiomes  ne  sont  pas  du  tout  des 
propositions,  ce  sont  des  fonctions  propositionnelles. 
Un  axiome,  en  ce  sens,  n'étant  pas  une  proposition, 
ne  peut  être  ni  vrai  ni  faux,  ^sl)  » 

Sitôt  qu'on  donne  d'un  système  d'axiomes  une 
certaine  interprétation,  en  faisant  correspondre 
aux  symboles  non  définis  des  objets  singuliers  sus- 
ceptibles d'être  représentés,  les  axiomes  devien- 
nent des  propositions,  vraies  ou  fausses  selon  les 
cas.  Les  axiomes  d'une  théorie  déductive  appa- 
raissent ainsi,  tantôt  comme  des  fonctions  propo- 
sitionnelles, c'est-à-dire  comme  des  expressions 
indéterminées  dont  on  ne  peut  pas  dire  qu'elles 
soient  vraies  ou  fausses,  et  dont  on  se  contente 
de  tirer  un  corps  cohérent  de  conséquences  ; 

(i)  Whitehead,  Introduction  logique  à  l'étude  de  la  Géo- 
métrie^ ap.  Revue  de  Métaphysique  et  Morale,  janvier  1907, 
p.  94-35.. 
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tantôt  comme  des  propositions  assertoriques, 
des  vérités  de  fait  (d'expérience  et  d'intuition), 
dont  toutes  les  conséquences  revêtent  le  même 
caractère. 

IV.  —  Nature  des  notions  premières  d'une 

THÉORIE  DÉDUCTIVE 

Les  notions  premières  d'une  théorie  déductive, 
étant  indéfinissables  nominalement,  ne  peuvent 
qu'être  décrites  empiriquement  ou  intuitivement, 
soit  en  recourant  à  des  exemples  concrets  (la 
droite  est  la  ligne  forijiée  par  l'arête  de  deux  plans 
qui  se  coupent,  un  fil  tendu,  l'axe  de  rotation  d'un 
solide,  le  trajet  d'un  rayon  lumineux  dans  un  mi- 
lieu homogène),  soit  en  indiquant  le  moyen  de  les 
représenter  par  un  dessin  graphique,  soit  en  for- 
mulant la  loi  idéale  qui  les  engendre  lorsqu'il 
s'agit  d'objets  (le  plan  est  engendré  par  la  transla- 
tion d'une  droite),  soit  en  énonçant  une  de  leurs 
propriétés  intuitives  caractéristiques  (la  droite  est 
le  chemin  le  plus  court  d'un  point  à  un  autre).  Ces 
descriptions,  qui  procurent  l'intuition  sensible  de 
certaines  classes  d'objets  et  de  certaines  relations, 
ne  servent  à  rien  dans  le  cours  de  la  déduction. 
C'est  ainsi  qu'en  partant  de  la  propriété  intuitive 
invoquée  par  Legendre  pour  définir  la  droite:  «  la 
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ligne  droite  est  la  ligne  la  plus  courte  qui  unisse 
deux  points  »,  il  est  impossible  de  déduire  les 
plus  simples  propriétés  de  la  droite,  par  exemple 
que  deux  droites  ne  peuvent  avoir  plus  d'un  point 
commun.  C'est  pour  cela  que,  comme  nous  lavons 
dit  précédemment,  la  signification  intuitive,/ con- 
crète, psychologique  ou  réelle  des  notions  premières, 
désignant  des  objets  singuliers,  des  classes  d'objets 
ou  des  relations,  n  intervient  jamais  dans  Fénoncé 
des  théorèmes  ou  dans  le  cours  des  démonstrations. 
On  peut  remplacer  avantageusement  ces  notions 
par  des  symboles  non  définis  quelconques  et  rai- 
sonner sur  eux,  c'est-à-dire  opérer  sur  eux  les 
transformations  permises  par  le  calcul  logique, 
sans  se  préoccuper  de  ce  qu'ils  représentent. 

Parmi  les  notions  premières  : 

I.  Les  unes  sont  les  notions  des  objets  ou  des 
classes  d'objets  dont  l'existence  a  été  établie  par 
les  postulats  d'existence  ou  les  principes  forma- 
teurs. 

IL  Les  autres  sont  des  notions  de  relations  spé- 
ciales, propres  à  la  science  dont  il  s'agit,  que  les 
axiomes  de  relation  déclarent  exister  entre  les  ob- 
jets et  les  classes  d'objets  précédents. 

Nommons  particulières  ces  deux  espèces  de  no- 
tions. A  ces  notions  particulières  viendront  s'ad- 
joindre dans  l'énoncé  des  propositions  premières: 
Rougier.  6 
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1°  des  notions  de  logique  formelle  ;  2°  des  notions 
tirées  des  sciences  logiquement  antérieures  à  celle 
dont  on  s'occupe,  telles  que  les  notions  de  l'arith- 
métique dans  le  cas  de  la  géométrie.  Ainsi,  dans 
l'énoncé  des  axiomes  géométriques  figureront 
exclusivement  :  1°  des  notions  géométriques  choi- 
sies comme  indéfinissables  et  désignant,  soit  des 
objets  ou  des  classes  d'objets,  soit  des  relations 
spéciales  entre  ces  objets  et  ces  classes  ;  2°  des  no- 
tions d'arithmétique  telles  que  les  nombres  2,  3, 
4,  etc,  ;  3°  des  notions  logiques  telles  que  celles 
d'ensemble,  d'égalité,  d'appartenance. 

Lorsque  les  notions  premières  désignent  des  re- 
lations logiques,  elles  s'expriment  directement  à 
l'aide  d'algorithmes  logiques.  Lorsqu'elles  dé- 
signent des  relations  spéciales,  elles  requièrent 
des  symboles  spéciaux,  dénués  de  toute  signifi- 
cation particulière,  mais  caractérisés  uniquement 
par  leurs  propriétés  formelles,  c'est-à-dire  par 
celles  qui  peuvent  s'exprimer  uniquement  à  l'aide 
de  symboles  logiques  (symétrie,  transitivité,  uni- 
formité, etc.),  et  dont  l'étude  constitue  la  Logique 
des  relations  de  RusselL  II  y  a  lieu  de  remarquer, 
à  ce  sujet,  qu'un  groupe  de  propriétés  formelles 
caractérise,  non  plus  une  relation  spéciale  unique, 
mais  toute  une  classe  de  relations,  comme  il  est 
aisé  de  le  voir  par  l'exemple  suivant.  Substituons 
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à  la  relation  «  précéder  »  qui  existe  entre  les  points 
d'une  droite  horizontale,  le  symbole  non  défini  > 
établi  entre  des  objets  indéterminés  x,  y,  z  d'une 
même  classe  quelconque  A.  Le  symbole  >>  sera 
caractérisé  uniquement  par  les  propriétés  for- 
melles dont  jouit  la  relation  spéciale  «  précéder  », 
savoir  : 

1.  x  >  x  :  <  :  0. 

2.  (x  >  y)  x  (y  >  x)  :  <  :  0. 

3.  x^y  :<:{x>y)  -h(y>  x). 

4.  x  >  y,y  >  z  :  <  :  x  >  z. 

Ces  propriétés  formelles  caractérisent  toute  une 
classe  de  relations  spéciales,  entre  des  objets  de 
nature  variée,  et  non  plus  uniquement  la  relation 
a  précéder  »  établie  entre  les  points  d'une  droite. 
En  effet,  on  peut  lire  le  symbole  indifféremment  : 
plus  grand  ou  plus  petit  que,  si  A  désigne  des 
grandeurs  homogènes  ;  à  gauche  de,  à  droite  de, 
si  A  désigne  une  file  d'objets  ;  avant  ou  après,  si 
A  désigne  différents  instants  de  la  durée  ou  la 
série  des  nombres  cardinaux  ;  père  de  ou  fils  de,  si 
A  désigne  la  suite  des  pères  et  des  fils  aînés  d'une 
même  lignée  ;  prédécesseurs  ou  successeurs,  si  A 
désigne  la  série  des  rois  d'une  même  dynastie,  etc. 
Ces  exemples  suffisent  à  montrer  que  les  pro- 
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priétés  formelles  1,  2,  3,  4  définissent  la  relation 
d'ordre,  et,  par  suite,  s'appliquent  à  toutes  les  re- 
lations spéciales  qui  expriment  un  ordre  parti- 
culier, existant  entre  les  objets  d'une  classe  quel- 
conque susceptible  d'être  ordonnée. 

Les  relations  spéciales,  propres  à  une  science 
donnée,  ayant  ainsi  perdu  toute  signification  par- 
ticulière, et  n'étant  plus  caractérisées  que  par 
leurs  propriétés  formelles,  les  axiomes  de  relation 
n'expriment  plus  que  de  simples  relations  logiques 
entre  les  symboles  non  définis  d'une  théorie  dé- 
ductive.  Ils  s'énonceront  uniquement,  en  géométrie 
par  exemple,  à  l'aide  de  symboles  logiques,  arith- 
métiques et  des  symboles  géométriques  choisis 
comme  indéfinissables.  Les  interprétations  intui- 
tives que  l'on  pourra  donner,  après  coup,  de  ces 
symboles  non  définis,  seront  tenues  seulement  à 
vérifier  les  relations  logiques  énoncées  dans  les 
axiomes  de  relation  et  les  lois  de  combinaison 
énoncées  dans  les  principes  formateurs  ;  et  toute 
relation  concrète  particulière,  qui  jouira  des  mêmes 
propriétés  formelles,  constituera  une  interprétation 
possible  d'un  symbolespécial  de  relation. 
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V.  —  Les  définitions  par  postulats 

Les  axiomes  de  relation  et  les  principes  cons- 
tructeurs, qui  restreignent  ainsi  l'indétermination 
des  symboles  non  définis  nominalement,  et  im- 
posent les  seules  conditions  restrictives  à  l'arbi- 
traire de  Jeur  interprétation,  peuvent  être  envi- 
sagés comme  des  sortes  de  définitions  incomplètes 
de  ï ensemble  de  ces  symboles,  définitions  appelées 
souvent  définitions  par  postulats,  définitions  im- 
plicites ou  caractérisations.  C'est  ce  qu'a  voulu  ex- 
primer Poincaré,  en  disant  que  les  axiomes  de  la 
géométrie  n'étaient  que  «  définitions  déguisées  »  (1). 

Il  y  a  lieu  de  remarquer  que  les  définitions  par 
postulats  sont  des  définitions  incomplètes,  inca- 
pables de  caractériser  univoquement  une  seule  ca- 
tégorie d'objets  singuliers.  En  ce  sens,  les  défini- 
tions par  postulats  sont  des  définitions  de  genres. 
De  plus,  c'est  tout  un  système  de  postulats  qui 
caractérise  un  système  de  symboles  non  définis 
nominalement,  de  telle  sorte  qu'un  axiome  pris 
isolément,  telque  le  postulat  d'Euclide,  n'est  qu'une 

(ï)  Science  et  Hypothèse,  p.  67.  —  Comp.  J.  W.  Young, 
Lectures  on  fondamental  concepts  of  Algebra  and  Geometry, 
New-York,  191 1,  p.  53  :  «  As  far  as  their  lo  gical  charac- 
ter  is  concernée! ,  the  unproved  propositions  play  the  rôle  of 
disguised  définitions,  » 
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partie  de  définition  :  c'est  un  complément  de  la  dé- 
finition de  la  droite  euclidienne,  qu'il  faut  joindre 
à  trois  autres  postulats,  les  postulats  1,2  et  6  des 
Eléments  d'Euclide  (l),pour  distinguer  cette  espèce 
de  droites  (plus  exactement  le  genre  formé  par  les 
droites  euclidiennes  et  les  lignes  qu'on  peut  en 
déduire  par  une  transformation  ponctuelle  quel- 
conque) des  droites  lobatchefskiennes  et  riema- 
niennes.  Le  postulat  d'Euclide  se  réduit  ainsi  à 
une  convention  de  langage,  qui  règle  l'usage  du 
mot  droite. 

Les  postulats,  étant  des  définitions  déguisées, 
ne  sont  autres  que  des  conventions  nominales,  qui 
fixent  l'emploi  des  premiers  termes  d'une  théorie 
déductive.  En  effet,  une  définition  n'est  pas  une 
proposition  :  elle  n'est  ni  vraie  ni  fausse.  Elle  re- 
vient à  une  convention  de  langage,  issue  d'une 
libre  décision  de  l'esprit,  que  Ton  peut  justifier 
par  des  raisons  d'opportunité,  de  convenance  ou 
de  commodité,  mais  qui  ne  s'imposejamais  impé- 
rativement à  notre  entendement. 

Il  faut  remarquer,  toutefois,  que  l'affirmation  de 
la  compatibilité  logique  de  ces  conventions  est  une 
proposition  véritable,  susceptible  de  vérité  ou  de 
fausseté.  Pareillement,  les  postulats  d'existence  et 


(i)  Vide  m/ra,rp.  1 19-120. 
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unicité,  qui  figurent  parmi  les  propositions  pre- 
mières d'une  théorie,  sont  des  propositions  :  ils 
affirment  l'existence  et  l'unicité  de  certains  objets, 
susceptibles  de  vérifier  les  relations  énoncées  dans 
les  principes  formateurs  et  les  axiomes  de  relation. 
Lorsqu'on  dit  que  les  principes  définissent  par 
postulats  les  notions  premières  nominalement  in- 
définissables, il  faut  entendre  qu'il  s'agit  unique- 
ment des  principes  formateurs  et  des  axiomes  de 
relation,  à  l'exclusion  des  postulats  d'existence  et 
d'unicité,  une  définition  ne  comportant  jamais 
l'existence  du  défini  (1). 

(i)  Comp.  L.  Rougïer,  les  Paralogismes  du  Rationalisme 
2e  partie,  chap.  v  ;  G.  Frege,  Ueber  die  Grundlagen  der 
Géométrie,  ap.  Jahresb,  d.  deut.  Math.-Verein.  i()o3, 
p.  37î. 


CHAPITRE  IV 


LE     MÉCANISME     DU  DÉVELOPPEMENT 
D'UNE  THÉORIE  :  LA  DÉMONSTRATION 


Une  fois  établi  le  choix  d'un  système  de  notions 
et  de  propositions  premières,  la  théorie  se  déve- 
loppe par  la  construction  de  nouveaux  objets  de 
plus  en  plus  complexes,  à  l'aide  de  définitions,  et 
par  la  déduction  de  nouvelles  propositions  de  plus 
en  plus  générales,  à  l'aide  de  démonstrations.  Le 
degré  de  généralité  des  théorèmes  croît  avec  le  de- 
gré de  complexité  des  objets  sur  lesquels  on  rai- 
sonne. 

Pour  comprendre  le  mécanisme  de  ce  dévelop- 
pement, le  mieux  est  d'étudier  une  démonstration  > 
empruntée,  par  exemple,  à  la  géométrie  élémen- 
taire. Il  résulte  de  ce  que  nous  avons  dit  jusqu'ici, 
que,  dans  la  démonstration  d'un  tel  théorème,  on 
ne  doit  jamais  faire  appel  aux  propriétés  intuitives 
des  notions  géométriques  qui  y  interviennent  :  qu'elles 
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soient  envisagées  comme  premières  ou  dérivées, 
celles-ci  doivent  être  traitées  comme  de  simples  sym- 
boles  ou  des  combinaisons  logiques  de  symboles,  sus- 
ceptibles de  diverses  interprétations  intuitives. 

Pour  ce  faire,  il  faut  se  dégager  des  habitudes 
de  notre  enseignement  secondaire  et  présenter  la 
géométrie  selon  la  méthode  axiomatique  de  David 
Hilbert,  c'est-à-dire  traiter  les  notions  premières 
de  la  géométrie  comme  des  symboles  non  définis 
nominalement,  équivoquement  caractérisés  par 
un  système  cohérent  et  suffisant  de  postulats,  in- 
dépendamment de  toute  représentation  sensible 
constituant  une  interprétation  possible  de  ces 
symboles. 

I.  —  La  méthode  axiomatique  de  david  hilbert 

Imaginons  trois  sortes  d'objets,  ordinairement 
appelés  points,  droites,  plans,  que  nous  convien- 
drons de  désigner  respectivement  par  les  symboles 
A,  B,  C..,  a,  6,  c...,  a,  (3,  y...  :  l'ensemble  des 
points  A,  B,  C  se  nomme  l'espace,  et  les  objets 
a,  b,  c...,  a,  (3,  y...,  sont  considérés  comme  des 
classes  de  points.  Ces  trois  sortes  d'objets  sou- 
tiennent entre  eux  certaines  relations  qu'on  a  cou- 
tume de  désigner  par  les  mots  :  situé\sur,  situé 
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entre,  congruent  à,  parallèle  à.  Ces  mots,  comme 
ceux  de  points,  droites,  plans,  ne  doivent  éveiller 
dans  notre  esprit  aucune  représentation  sensible  : 
seules  leurs  propriétés  formelles  sont  envisagées. 
Ainsi,  la  relation  spéciale  être  situé  sur,  ayant  les 
mêmes  propriétés  formelles  que  Y  appartenance 
logique,  pourra  être  exprimée  par  le  même  sym- 
bole. 

Les  notions  premières  de  la  géométrie  métrique 
ainsi  choisies,  il  convient  d'énoncer  les  proposi- 
tions indémontrables  qui  postulent  l'existence  des 
points,  des  droites  et  des  plans  et  les  caractérisent 
équivoquement.  Aux  quatre  relations  précédentes 
de  position,  d'ordre,  de  parallélisme,  de  con- 
gruence,  correspondent  quatre  groupes  de  propo- 
sitions premières  appelées  respectivement:  axiomes 
à" appartenance,  d'ordre,  de  congruence,  de  parallé- 
lisme, auxquels  il  faut  joindre  les  axiomes  de  con- 
tinuité. 

Les  axiomes  d'appartenance  sont  les  suivants  : 

I.  S'il  existe  deux  points  distincts  A  et  B,  il 
existe  alors  une  droite  a  et  une  seule,  à  laquelle  ces 
deux  points  appartiennent. 

II.  S'il  existe  trois  points  distincts  A,  B,  C,  nap- 
partenant  pask  la  même  droite,  il  existe  un  plan  i 
et  un  seul,  auquel  ces  trois  points  appartiennent. 

III.  Si  deux  points  distincts  A  et  B  d'une  droite 
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a  appartiennent  au  plan  <*,  la  droite  a  appartient  à 
ce  plan. 

IV.  Si  un  point  A  appartient  à  la  fois  aux  plans 
a  et  [3,  il  existe  un  autre  point  B  qui  appartient  à 
la  fois  aux  plans  a  et  (3. 

V.  S'il  existe  une  droite  a,  il  existe  au  moins 
deux  points  distincts  A  et  B  qui  appartiennent  à 
cette  droite  ;  s'il  existe  un  plan  a,  il  existe  au  moins 
trois  points  A,  B,  C  qui  n'appartiennent  pas  à  la 
même  droite  a,  ou  non-collinéaires. 

VI.  Il  existe  au  moins  quatre  points  distincts, 
A,  B,  C,  D,  qui  n'appartiennent  pas  au  même  plan  «, 
ou  non-coplanaires. 

On  voit  immédiatement  qu'il  serait  aisé  d'ex- 
primer ces  6  axiomes  à  l'aide  de  la  pasigraphie, 
en  ne  faisant  intervenir  que  des  symboles  lo- 
giques, arithmétiques  (1,  2,  3,  4)  et  les  symboles 
non  définis  des  notions  géométriques  choisies 
comme  indéfinissables,  points,  droites  et  plans.  Il 
n'y  aurait  pas  besoin  d'un  symbole  particulier 
pour  désigner  la  relation  spéciale  de  position  être 
situé  sur f  puisque  les  propriétés  formelles  de  cette 
relation  sont  identiques  à  celles  de  Vappartenance 
ou  de  l'inclusion  :  on  l'exprimerait  à  l'aide  des 
mêmes  symboles  que  ceux  de  ces  deux  relations 
logiques. 

Examinons  la  nature  de  ces  différents  axiomes  : 
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L'axiome  6  contient  un  postulat  d'existence  qui 
pose  l'existence  d'au  moins  quatre  points,  et  un  ju- 
gement d'appartenance  qui  signifie  que  ces  quatre 
points  sont  non-coplanaires.  L'existence  d'un  nom- 
bre indéfini  de  points  distincts,  de  droites  distinc- 
tes,de  plans  distincts,  résulte  du  postulat  d'existence 
6,  des  principes  formateurs  1,2,3,4,  et  deprincipes 
formateurs  appartenant  aux  axiomes  de  l'ordre, 
tels  que  :  «  Si  A  et  B  sont  deux  points  distincts 
d'une  droite  donnée,  il  existe  toujours  un  point  C 
entre  A  et  B,  et  un  point  D,  tel  que  le  point  B  se 
trouve  entre  C  et  D  ». 

Les  axiomes  1,  2,4,5  comprennent  :  des  principes 
formateurs  qui  énoncent  que,  si  certains  objets  sont 
donnés  comme  existants,  d'autres  le  sont  aussi 
qui  soutiennent  avec  les  premiers  certains  rap- 
ports logiques  ;  et,  dans  le  cas  des  axiomes  1  et  2, 
des  postulats  d'unicité.  Ainsi,  une  même  propo- 
sition du  langage  courant:  «  Deux  points  distincts 
déterminent  une  droite  et  une  seule  »,  comporte 
trois  jugements  différents  :  un  jugement  hypothé- 
tique d'existence  (s'il  existe  deux  points  distincts, 
il  existe  une  droite),  un  jugement  d'appartenance 
(ces  deux  points  appartiennent  à  cette  droite),  et 
un  jugement  d'unicité  (cette  droite  est  unique), 
c'est-à-dire  un  principe  formateur  et  un  postulat 
d'unicité. 
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Enfin,  la  proposition  3  constitue  un  axiome  de 
relation. 

IL  —  Le  mécanisme  de^la  démonstration 

MATHÉMATIQUE 

Ces  axiomes  sont  suffisants  pour  établir  une 
série  de  théorèmes,  au  sujet  desquels  nous  pou- 
vons saisir  le  mécanisme  de  la  démonstration 
géométrique. 

Soit  à  démontrer  le  théorème  :  Par  une  droite  et 
un  point  extérieur  on  peut  toujours  faire  passer  un 
plan  et  un  seul.  Il  signifie  que,  s'il  existe  une 
droite  a  et  un  point  A  n'appartenant  pas  à  cette 
droite,  il  existe  alors  un  plan  a  et  un  seul  auquel 
appartiennent  la  droite  a  et  le  point  A. 

La  proposition  à  démontrer  se  compose  d'une 
hypothèse  et  d'une  thèse.  J'établis,  à  l'aide  du  pos- 
tulat d'existence  6  et  du  principe  formateur  I,  que 
l'hypothèse  n'est  pas  contradictoire,  c'est-à-dire 
qu'une  droite  a  et  un  point  A  pris  hors  de  cette 
droite  peuvent  logiquement  exister.  J'écris  alors 
les  conditions  énoncées  dans  l'hypothèse  : 

(a)  a  est  une  droite. 

(b)  C  est  un  point. 

(c)  C  n'appartient  pas  à  la  droite  a. 

La  thèse  à  démontrer  est  :  il  existe  un  plan  a 
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et  un  seul  auquel  appartiennent  la  doite  a  et  le 
point  A. 

Je  fais  alors  les  syllogismes  suivants  qui  me 
permettent  d'adjoindre  aux  conditions  précédentes, 
données  par  hypothèse,  des  conditions  par  construc- 
tion qui  serviront  à  obtenir  la  démonstration 
recherchée. 

Je  prends  comme  majeure  du  premier  syllo- 
gisme l'axiome  V  :  «  S'il  existe  une  droite  a,  il  existe 
au  moins  deux  points  distincts  A  et  B,  qui  appar- 
tiennent à  cette  droite  »  ;  comme  mineure,  l'hypo- 
thèse (a)  «  a  est  une  droite  »  ;  la  conclusion  me 
procure  deux  conditions  nouvelles,  dites  obtenues 
par  construction  : 

(d)  Il  existe  deux  points  distincts,  A  et  B. 

(e)  A  et  B  appartiennent  à  la  droite  a. 
L'axiome  II  pris  comme  majeure,  appliqué  aux 

conditions  (h  c  d  e)  prises  comme  mineures,  per- 
met à  nouveau  d'inférer  : 

(/)  Il  existe  un  plan  a  et  un  seul  (1). 

(g)  Les  trois  points  non-collinéaires  A,  B,  C 
appartiennent  au  plan  a. 

(i)  En  bonne  logique,  la  preuve  que  le  plan  oc  est 
unique  devrait  faire  l'objet  d'une  démonstration  à  part, 
de  même  que  les  postulats  d'unicité  devraient  faire  l'objet 
d'un  énoncé  à  part.  La  démonstration,  dans  ce  cas,  con- 
sisterait à  montrer  que  tout  plan  renfermant  les  droites  a 
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L'axiome  III  appliqué  aux  conditions  (d  e  f  g) 
permet  finalement  de  conclure  : 

(h)  La  droite  a  appartient  au  plan 

La  thèse  à  démontrer  «  il  existe  un  plan  a  et  un 
seul  auquel  appartiennent  le  point  A  et  la 
droite  a  »  résulte  alors  du  produit  logique  des 
propositions  syllogistiquement  obtenues  (f),{g)>  (h) 
en  éliminant  de  la  proposition  (g)  l'appartenance 
des  points  A  et  B  au  plan  a,  en  vertu  de  la  règle 
logique  de  simplification. 

La  démonstration  précédente  comprend  plu- 
sieurs moments  ; 

1°  On  commence  par  prouver  que  les  conditions 
énoncées  dans  l'hypothèse  du  théorème  sont  logi- 
quement possibles,  c'est-à-dire  peuvent  exister 
sans  contradiction  avec  les  propositions  premiè- 
res adoptées.  Dans  le  cas  présent,  il  s'agit  d'établir 
l'existence  logique  d'une  droite  quelconque  et 
d'un  point  quelconque  n'appartenant  pas  à  cette 
droite.  Le  principe  formateur  I,  qui  pose  une  iden- 
tité entre  la  possibilité  pour  deux  points  et  la  pos- 
sibilité pour  une  droite  d'exister,  permet,  en  vertu 
de  la  règle  de  la  substitutivité  de  l'identité,  de 

et  le  point  G  doit  contenir  A,  B  et  G  ;  par  suite  être 
identique  au  plan  a.  D'une  façon  générale,  les  démons- 
trations d'unicité  reviennent  à  établir  que,  si  deux  objets 
vérifient  les  mêmes  conditions,  ils  sont  identiques. 
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ramener  la  proposition  à  démontrer  au  jugement 
problématique  suivant  :  est-il  possible  de  poser 
l'existence  logique  de  trois  points  non-collinéaires? 
Le  postulat  d'existence  6  permet  alors  de  transfor- 
mer ce  jugement  problématique  en  un  jugement 
assertorique.  Ce  sera  une  des  fonctions  logiques 
des  postulats  d'existence  que  de  montrer  la  possi- 
bilité logique  des  hypothèses  d'existence  énoncées 
dans  un  théorème,  ou  encore  de  transformer  des 
propositions  problématiques  en  des  propositions 
assertoriques  d'existence  logique. 

2°  On  enchaîne  ensuite  trois  syllogismes  con- 
cluants, qui  forment  le  corps  de  la  démonstration, 
et  qui  prêtent  aux  remarques  suivantes.  Les 
majeures  sont  des  principes  formateurs  ou  des 
axiomes  de  relation,  c'est-à-dire  des  jugements 
hypothétiques  d'existence  ou  de  relation.  Les  mi- 
neures sont  des  jugements  catégoriques  d'exis- 
tence ou  de  relation  constitués,  soit  parles  condi- 
tions énoncées  dans  l'hypothèse  du  théorème  et 
dont  on  a  montré  la  possibilité  logique,  soit  par 
les  conditions  obtenues  par  construction,  comme 
conclusions  des  syllogismes  antérieurs,  et  généra- 
lement combinés  par  multiplication  logique. 
Enfin,  les  conclusions  des  syllogismes  sont  des 
propositions  catégoriques  d'existence  ou  de  rela- 
tion. C'est  ce  que  l'on  voit  immédiatement  en 
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énonçant  les  syllogismes  sous  la  forme  suivante, 
où  les  chiffres  romains  figurent  des  propositions 
hypothétiques  d'existence  ou  de  relation  qui  ser- 
vent de  majeures,  les  petites  lettres  les  proposi- 
tions catégoriques  d'existence  ou  de  relation  ;  et 
où  les  conclusions  sont  dégagées  à  l'aide  du  signe 
de  l'implication  : 

I,      a  :  <<  :  de. 
II,  bcde  :  <  :  [g. 
III,  defg  :  <:  h. 

On  voit  également  que  Tordre  des  syllogismes 
enchaînés  consiste  en  ce  que  la  conclusion  du  pre- 
mier figure  dans  la  mineure  du  second,  celle  du 
second,  dans  la  mineure  du  troisième,  etc. 

Si  Ton  cherche  à  préciser  la  signification  des 
deux  moments  qui  interviennent  dans  toute 
démonstration  géométrique,  on  est  conduit  aux 
réflexions  suivantes  : 

1°  Le  premier  moment  consiste  à  partir  d'une 
proposition  problématique  que  l'on  peut  énoncer 
ainsi,  en  marquant  la  modalité  des  jugements  qui 
y  figurent  :  «  la  présomption  que  telles  conditions 
soient  logiquement  possibles  (hypothèse  problé- 
matique) implique  nécessairement  (implication 
apodictique  et  formelle)  l'affirmation  ,  que  telles 
conséquences  soient  vraies  (conséquence  catégo- 
Rougier.  7 
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rique  et  assertorique).  »  On  transforme  alors,  à 
laide  des  postulats  d'existence,  la  proposition  pro- 
blématique précédente  en  proposition  assertori- 
que :  «  L'affirmation  que  telles  conditions  sont 
possibles  implique  nécessairement  l'affirmation 
que  telles  conséquences  sont  vraies  ». 

2°  Le  second  moment  consiste  à  montrer  que  les 
jugements  qui  constituent  l'hypothèse  du  théo- 
rème, implique  nécessairement,  en  vertu  des 
règles  du  calcul  logiques,  les  jugements  qui  en 
constituent  la  conclusion.  Les  règles  logiques  in- 
voquées dans  la  démonstration  précédente  se 
réduisent  à  la  règle  substitutive  de  l'identité,  à 
celle  du  syllogisme  hypothétique  (modns  ponens)  : 

.  A<B,  A  =  I  :  <  :  B  =  I, 

et  à  la  règle  simplificatrice,  qui  permet  de  déduire 
d'un  produit  logique  un  de  ces  facteurs  a  X  b  : 
<C  :  a.  Les  opérations  logiques  utilisées  se  rédui- 
sent à  la  substitution,  à  l'implication,  à  la  sim- 
plification, et  à  la  multiplication  qui  permet 
d'affirmer  simultanément  les  conditions  énoncées 
dans  les  mineures  ou  obtenues  dans  les  conclu- 
sions. 

Si  nous  prenions  une  démonstration  dans  le 
corps  de  la  géométrie  les  constatations  seraient  les 
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mêmes.  Il  suffit  pour  cela  de  remarquer  que  les 
théorèmes  géométriques  sont  de  trois  sortes,  cor- 
respondant aux  trois  sortes  d'axiomes  :  l°Les  théo- 
rèmes d'existence,  qui  établissent  que  l'existence 
logique  de  certains  points,  segments,  angles,  etc., 
et,  d'une  façon  générale,  que  l'existence  logique 
de  toute  nouvelle  classe  d'objets  nominalement 
définie  résulte,  en  vertu  de  déductions  rigoureuses, 
des  objets  dont  l'existence  a  été  postulée  ou  établie 
par  construction  grâce  aux  postulats  d'existence, 
aux  principes  ou  aux  théorèmes  formateurs.  2°  Les 
théorèmes  qu'on  peut  appeler  formateurs,  qui  jouent 
le  même  rôle  que  les  principes  du  même  nom.  Ils 
établissent  que,  si  certains  objets  sont  donnés, 
d'autres  le  sont  aussi,  qui  jouissent  vis-à-vis  des 
premiers  de  certaines  relations  :  par  exemple,  «  si 
deux  parallèles  sont  données,  il  existe  un  plan 
auquel  ces  deux  parallèles  appartiennent  ».  A  cette 
catégorie  appartient  le  théorème  que  nous  venons 
de  démontrer.  Ces  théorèmes  jouent  un  grand  rôle 
dans  la  démonstration  des  théorèmes  d'existence 
et  dans  celle  des  théorèmes  de  relation  :  ils  per- 
mettent de  démontrer  l'existence  d'une  nouvelle 
relation  entre  deux  ou  plusieurs  objets,  en  partant 
des  relations  que  ceux-ci  soutiennent  avec  certain 
autre  objet  auxiliairement  introduit  par  construc- 
tion. 3°  Les  théorèmes  qui  correspondent  aux 
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axiomes  de  relation  et  énoncent  que,  si  certains 
objets  soutiennent  entre  eux  certaines  relations, 
une  autre  relation  existe  alors  entre  eux  :  par 
exemple,  «  si  une  droite  est  parallèle  à  deux  autres 
droites,  celles-ci  sont  parallèles  entre  elles  ». 

Pratiquement  les  théorèmes  d'existence  et  les 
théorèmes  formateurs  se  confondent. 

Soit  le  théorème  précédent  à  démontrer  :  Si  une 
droite  a  est  parallèle  à  deux  autres  droites  a'  et  a", 
celles-ci  sont  parallèles  entre  elles.  Le  principe  for 
mateur  appelé  postulat  d'Euclide,  qui  énonce  que 
par  tout  point  pris  hors  d'une  droite  on  peut 
mener  une  parallèle  et  une  seule  à  cette  droite, 
joint  au  postulat  sur  l'existence  des  points  non- 
collinéaires,  permet  de  démontrer  la  possibilité 
logique  des  conditions  énoncées  dans  l'hypothèse 
du  théorème.  On  peut  les  écrire  de  la  façon  sui- 
vante : 

(a)  a  est  une  droite. 

(b)  a'  est  une  droite. 

(c)  a"  est  une  droite. 

(d)  a  est  parallèle  à  a'. 

(e)  a  est  parallèle  à  a1'. 
Il  s'agit  de  démontrer  : 
a'  est  parallèle  à  a". 

Pour  effectuer  la  démonstration,  on  part  de  trois 
théorèmes  précédemment  établis  : 
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L  Si  une  droite  est  donnée,  il  existe  toujours  un 
plan  a  perpendiculaire  à  cette  droite  (théorème  for- 
mateur). 

II.  Si  deux  droites  sont  parallèles, tout  plan  a  per- 
pendiculaire à  Tune  est  perpendiculaire  à  l'autre 
(théorème  de  relation). 

III.  Si  deux  droites  sont  perpendiculaires  à  un 
même  plan  a,  elles  sont  parallèles  entre  elles 
(théorème  de  relation). 

La  démonstration  consiste  dans  les  quatre  syllo- 
gismes suivants  : 


Les  conclusions  des  syllogismes  ainsi  enchaînés 
sont  respectivement  : 

(/)  11  existe  un  plan  a  perpendiculaire  à  a. 
{g)  Le  plan  a  est  perpendiculaire  à  a1. 

(h)  Le  plan  a  est  perpendiculaire  à  a". 

(i)  a'  et  a''  sont  parallèles, 


1. 


I,       a  :  <  :  /. 

II,  abdf  :<:g. 
IL  acef  :  <  :  h. 
III,  bcgh  :  <  :  i. 


2. 


3. 


4. 


C.  Q.  F.  D. 
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III.  —  GÉNÉRALISATION  ET  NOUVEAUTÉ 

Les  exemples  précédents  suffisent  à  résoudre  des 
difficultés  considérables,  soulevées  par  Henri  Poin- 
caré  et  M.  Goblot,  au  sujet  du  raisonnement  dé- 
ductif  et  de  la  possibilité  même  de  la  démonstra- 
tion mathématique.  , 

On  admet  que  la  démonstration  mathématique 
est  nécessaire,  parce  que  déductive  ;  on  reconnaît, 
d'autre  part,  qu'elle  est  susceptible  de  généralisa- 
tion et  de  nouveauté.  On  se  demande  alors  com- 
ment ces  deux  groupes  de  caractères,  qui 
semblent  exclusifs  peuvent  bien  s'accorder. 

En  effet,  on  constate  que  la  nécessité  de  la  dé- 
monstration géométrique,  par  exemple,  dérive  de 
ce  qu'elle  consiste  en  une  série  de  syllogismes  con- 
cluants, dont  les  prémisses  sont  formées  par  des 
propositions  générales,  axiomes,  postulats  ou  théo- 
rèmes déjà  démontrés.  L'esprit  ne  peut  sans  con- 
tradiction refuser  d'admettre  un  résultat  syllogis- 
tiquement  procuré,  puisque  le  principe  du  syllo- 
gisme est  une  des  lois  de  notre  pensée.  Mais,  en 
vertu  de  son  principe  Dictum  de  omni  et  nullo,  le 
syllogisme  va  du  général  au  spécial  ou  au  singu- 
lier. La  démonstration  géométrique  va  le  plus  sou- 
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vent  du  spécial  au  général,  du  théorème  sur 
l'égalité  de  la  sommes  des  angles  d'un  triangle  à 
deux  droits  au  théorème  correspondant  sur  les 
polygones  par  exemple.  Comment  dès  lors,  dit 
M.  Goblot  (1),  rendre  compte  de  la  démonstra- 
tion par  le  syllogisme,  puisque  leur  marche  est 
inverse. 

Il  y  a  plus.  La  condition  de  validité  du  syllogisme 
est  que  la  conclusion  soit  contenue  dans  les  pré- 
misses :  le  syllogisme  ne  peut  rien  ajouter  de  nou- 
veau aux  données  qu'on  Jui  fournit.  Ces  données 
se  réduisant  à  quelques  axiomes,  «  on  ne  devrait 
pas  retrouver  autre  chose  dans  les  conclusions, 
déclare  Poincaré  (2).  Aucun  théorème  ne  de- 
vrait être  nouveau,  si  dans  sa  démonstration  n'in- 
tervenait un  axiome  nouveau  ».  De  deux  choses 
l'une  alors  :  ou  la  mathématique  se  réduit  à  une 
immense  tautologie  ;  ou,  à  chaque  démonstration 
nouvelle,  elle  doit  faire  appel  à  l'intuition,  et  «  le 
raisonnement  ne  pourrait  nous  rendre  que  les  vé- 
rités immédiatement  évidentes  empruntées  à  l'in- 
tuition directe,  il  ne  serait  qu'un  intermédiare  pa- 
rasite et,  dès  lors,  n'aurait-on  pas  lieu  de  se  de- 

(1)  Ed.  Goblot,  La  démonstration  mathématique,  ap. 
Année  psychologique,  1908,  p.  295-276. 

(2)  H.  Poincaré,  La  Science  et  V hypothèse,  ch.  1. 
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mander  si  tout  l'appareil  syllogistique  ne  sert  pas  à 
dissimuler  notre  emprunt  ?  »  Dans  le  premier  cas, 
les  combinaisons  syllogistiques  que  l'on  peut  faire 
en  partant  d'un  petit  nombre  d'axiomes  étant  li- 
mitées, la  géométrie  s'achèverait  au  bout  d'un 
nombre  restreint  de  théorèmes  :  «  un  esprit  assez 
puissant  pourrait  en  apercevoir  d'un  seul  coup 
toutes  les  vérités  ».  Le  raisonnement  mathéma- 
tique serait  incapable  de  nouveauté.  Dans  le  second 
cas,  l'intuition  pouvant  bien  nous  procurer  l'évi- 
dence sensible  du  résultat  obtenu,  mais  non  pas 
nous  prouver  sa  nécessité  intelligible,  la  mathéma- 
tique, susceptible  d'un  développement  infini,  ces- 
serait d'être  par  cela  même  démonstrative  :  à  la 
géométrie  rationnelle  d'Euclide,il  faudrait  substi- 
tuer la  géométrie  intuitive  de  Schopenhauer. 

Nous  sommes  acculés  à  ce  dilemme  :  si  la 
démonstration  géométrique  se  ramène  au  syllo- 
gisme, elle  n'est  susceptible  ni  de  généralisation 
ni  de  nouveauté  ;  si  elle  ne  se  ramène  pas  au  syl- 
logisme, elle  cesse  d'être  nécessaire,  en  cessant 
d'être  déductive.  Comment  sortir  de  cette  impasse? 
Comment  rendre  compte  à  la  fois  de  la  nécessité 
du  raisonnement  géométrique  et  de  sa  vertu  créa- 
trice ? 

L'analyse  des  exemples  précédents  permet  de 
résoudre  cette  irritante  antinomie.  Remarquons, 
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tout  d'abord,  que,  nos  démonstrations  se  ramenant 
à  des  syllogismes  combinés,  leur  nécessité  est  hors 
de  cause.  Il  s'agit  simplement  de  voir  comment 
cette  nécessité  se  concilie  avec  la  généralisation  et 
la  nouveauté  réalisées  par  chaque  démonstra- 
tion. 

1.  M.  Goblot  oppose  le  principe  du  syllogisme 
catégorique  Dictum  de  omni  et  nullo,  qui  emporte 
que  la  conclusion  du  syllogisme  soit  contenue  dans 
les  prémisses,  à  la  démonstration  mathématique, 
qui  établit  une  dépendance  nécessaire  entre  deux 
conditions  hétérogènes.  Il  en  conclut  que  la  dé- 
monstration ne  saurait  se  ramener  au  syllogisme. 
Mais,  en  réalité,  cette  opposition  cesse,  dès  que 
l'on  remarque  que  seuls  interviennent  dans  la  dé- 
monstration géométrique  des  syllogismes  hypo- 
thétiques, dont  la  majeure  énonce  l'implication 
formelle  de  deux  faits  hétérogènes,  et  la  mineure, 
la  possibilité  logique  du  premier  de  ces  faits.  Il  est 
vrai  que  le  syllogisme  hypothétique,  consistant  à 
appliquer  une  règle  générale  à  un  cas  singulier, 
piétine  sur  place,  tandis  que  la  démonstration,  en 
partant  de  propositions  générales,  aboutit  à  une 
proposition  générale  nouvelle.  C  estquela  démons- 
tration ne  se  réduit  presque  jamais  à  un  seul  syllo- 
gisme ;  et  que,  dans  le  choix  des  majeures  et  des 
mineures,  dans  leur  rapprochement  mutuel,  dans 
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la  combinaison  logique  des  propositions  particu- 
lières qui  constituent  les  mineures,  intervient  un 
acte  synthétique  de  l'esprit  qui  exclut  toute  immo- 
bilité. 

2.  Puisque  le  syllogisme  revient  à  appliquer  une 
règle  générale  à  un  cas  singulier,  la  conclusion 
étant  nécessairement  singulière,  du  moins  faut-il 
recourir  à  quelque  mode  de  généralisation,  irré- 
ductible au  syllogisme,  pour  conférer  au  résultat 
obtenu  la  même  extension  que  celle  dont  jouit  le 
théorème  à  démontrer.  Nous  répondrons  qu'il  n'y 
a  pas  lieu  de  le  faire.  En  effet,  pour  nous  être 
affranchis  de  tout  recours  à  l'intuition,  les  mi- 
neures et,  par  suite,  les  conclusions  de  nos 
syllogismes  portent  sur  des  objets  absolument 
indéterminés,  qui  respectent  seulement  les  rela- 
tions énoncées  dans  l'hypothèse  du  théorème 
et  dans  les  théorèmes  ou  les  axiomes  invo- 
qués à  son  sujet.  Ces  objets  n'ont  qu'une  existence 
logique  et  symbolique,  non  sensible  et  concrète. 
Ce  sont  des  variables  logiques  susceptibles  de  re- 
présenter une  infinité  de  cas  singuliers.  Dès  lors, 
à  raisonner  sur  eux,  nous  n'avons  pas  raisonné  sur 
un  exemple  singulier,  comme  tous  ceux  qui  re- 
courent à  l'intuition  et  sont  tenus,  dès  lors,  à  géné- 
raliser le  résultat  singulier  qu'ils  ont  intuitivement 
constaté.  Nos  mineures  et  nos  conclusions  sont 
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aussi  générales,  c'est-à-dire  aussi  indéterminées, 
que  nos  majeures.  Le  résultat  obtenu,  ayant  même 
extension  que  le  théorème  à  démontrer,  aucun 
passage  un  singulier  au  général  ne  s'impose  plus. 

3.  Vient  l'objection  de  Poincaré  :  Si  la  démons- 
tration consiste,  en  fin  de  compte,  à  combiner  syl- 
logiquement  un  petit  nombre  de  propositions  pre- 
mières universelles,  les  combinaisons  syllogis- 
tiques  qu'on  en  peut  faire  étant  limitées,  la  géo- 
métrie s'achèvera  au  bout  d'un  nombre  fini  de 
théorèmes. 

Pour  comprendre  comment  il  n'en  est  pas  ainsi, 
il  suffit  de  tenir  compte  de  la  différence  de  nature 
des  propositions  premières.  Les  unes  sont  des  pos- 
tulats d'existence,  c'est-à-dire  des  propositions 
particulières  qui  posent  l'existence  logique  de  cer- 
tains objets.  D'autres,  les  principes  formateurs, 
sont  des  propositions  universelles  qui  permettent, 
à  partir  des  objets  ainsi  postulés,  d'en  construire 
par  récurrence  indéfiniment  de  nouveaux,  combi- 
nâmes en  des  ensembles  de  plus  en  plus  complexes 
suivant  les  opérations  de  la  logique.  Enfin,  les 
axiomes  de  relation,  qui  sont  des  propositions  uni- 
verselles, permettent,  en  partant  de  certaines  rela- 
tions existantes  entre  les  objets  postulés  ou  cons- 
truits, d'en  poser  de  nouvelles. 

La  démonstration  géométrique,  dans  le  cas  le 
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plus  simple  où  elle  se  réduit  au  syllogisme  hypo 
thétique,  consiste,  non  à  combiner  des  propositions 
universelles  entre  elles(principes  et  axiomes),  mais 
à  appliquer  ces  propositions  universelles  à  des 
mineures  particulières  formées  par  la  combinai- 
son logique  dobjets  soutenant  entre  eux  certaines 
relations,  pour  en  déduire  l'existence  de  nouveaux 
objets  et  de  nouvelles  relations.  Le  raisonnement 
n'est  donc  pas  Fart  de  combiner  des  principes  unm 
versets  entre  eux,  mais  Vart  de  combiner  des  objets 
en  appliquant  ces  principes  à  ces  combinaisons. 

La  puissance  créatrice  du  raisonnement  mathé- 
matique consiste,  dès  lors,  en  ceci  :  les  principes 
formateurs  permettent  de  construire,  par  récur- 
rence, indéfiniment  de  nouveaux  objets,  combinés 
d'après  les  opérations  de  la  logique  en  des  en- 
sembles de  plus  en  plus  complexes.  En  appliquant 
à  ces  objets  de  plus  en  plus  complexes  les  axiomes 
et  les  théorèmes  précédemment  établis  de  la 
science  en  question,  on  obtient  de  nouveaux  théo- 
rèmes de  plus  en  plus  généraux,  et  cela  indéfini* 
ment.  La  possibilité  dénoncer  un  nombre  indéfini 
de  théorèmes,  de  plus  en  plus  généraux,  reste  donc  suA 
bordonnée  à  la  possibilité  d'obtenir  par  récurrence, 
grâce  aux  opérations  logiques  et  aux  principes  jorm 
metteurs,  de  nouveaux  objets  de  plus  en  plus  com- 
plexes. 
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Il  est  facile  de  justifier  cette  proposition,  en  pé- 
nétrant dans  le  détail  de  cette  procédure.  C'est 
grâce  aux  opérations  logiques  (par  suite  aux  prin- 
cipes logiques  formateurs  qui  en  postulent  l'exis- 
tence) que  Ton  peut  combiner  des  objets  donnés, 
pour  en  construire  de  nouveaux  par  définition  no- 
minale. Une  telle  définition  consiste  en  une  iden- 
tité posée  entre  la  notion  nouvelle  appelée  défini, 
et  une  combinaison  logique  de  notions  préalable- 
ment définies  ou  postulées,  appelée  le  définissant. 
Cette  identité  n'est  pas  une  affirmation  susceptible 
de  vérité  ou  de  fausseté  ;  c'est  une  simple  conven- 
tion de  langage  destinée  à  imposer  au  définissant 
un  nom  qui  en  abrège  l'énoncé,  d'où  l'expression 
de  définition  nominale.  Pour  pouvoir  introduire 
la  notion  ainsi  définie  dans  le  raisonnement  et 
invoquer  ses  propriétés,  il  faut  avoir  démontré  sa 
possibilité  logique,  c'est-à-dire  qu'il  faut  faire 
suivre  la  définition  nominale  d'un  théorème  d'exis- 
tence (et  parfois  d'unicité).  Ce  théorème  consiste  à 
déduire  l'existence  du  nouvel  objet  défini  de  celle 
d'objets  antérieurement  postulés  ou  construits,  en 
s'appuyant  sur  les  principes  formateurs  ou  les 
théorèmes   correspondants.  Ainsi,  la  faculté  de 
construire  de  nouveaux  objets  repose:  sur  les  opéra- 
tions logiques  (et  par  suite  sur  les  principes  logiques 
formateurs),  qui  permettent  d'obtenir  de  nouvelles 
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définitions  nominales  ;  et  sur  les  principes  forma- 
teurs de  la  science  considérée,  qui  permettent  de  faire 
suivre  ces  définitions  nominales  de  théorèmes  d'exis- 
tence et  de  les  transformer  ainsi  en  définitions 
réelles. 

Chaque  fois  que  Ton  construit  des  objets  nou- 
veaux en  partant  d'objets  antérieurement  donnés, 
on  obtient  de  ce  tait,  comme  nous  l'avons  vu,  de 
nouveaux  systèmes  de  rapports  entre  les  objets 
construits  et  les  objets  donnés.  En  invoquant  ces 
rapports  et  les  théorèmes  précédemment  démon- 
trés au  sujet  des  objets  donnés,  on  déduit  de  nou- 
veaux rapports  au  sujet  des  objets  construits, 
c'est-à-dire  de  nouveaux  théorèmes.  Quand  la 
série  des  théorèmes  que  l'on  peut  énoncer  sur  un 
ensemble  d'objets  est  épuisée,  pour  en  obtenir  de 
nouveaux  et  développer  la  théorie,  il  suffit  de 
construire  de  nouveaux  objets.  Par  exemple,  la 
série  des  théorèmes  sur  les  triangles  étant  épuisée, 
on  construit  la  classe  des  polygones  ;  puis,  on  in- 
voque les  théorèmes  démontrés  sur  les  triangles 
et  les  rapports  existants  entre  les  triangles  et  les 
polygones,  pour  démontrer  des  théorèmes  nou- 
veaux sur  les  polygones.  Au ]  début  d'une  théorie 
déductive,  lorsqu'on  n'est  encore  en  présence  que 
d'un  tout  petit  nombre  d'objets  élémentaires,  ce 
sont  les  axiomes  de  relation  combinés  logique- 
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ment  qui  permettent  d'énoncer  de  nouveaux  rap- 
ports au  sujet  de  ces  objets,  c'est  à-dire  des  théo- 
rèmes en  nombre  fini  dont  la  série  est  vite  épuisée, 
jusqu'à  ce  que  l'on  construise,  à  l'aide  des  prin- 
cipes formateurs,  des  systèmes  d'objets  plus  com- 
plexes. En  conclusion,  c'est  parles  principes  forma- 
teurs que  se  manifeste,  dans  une  théorie  déductiue, 
l'activité  créatrice  de  V esprit. 

4.  Il  est  aisé,  dès  lors,  de  comprendre  comment 
les  mathématiques  peuvent  procéder  par  généra- 
lisations successives  en  allant  du  spécial  au  gé- 
néral. C'est  grâce  aux  opérations  logiques  et  aux 
principes  formateurs  qui  permettent,  en  partant 
d'objets  donnés,  de  construire  des  ensembles 
d'objets  de  plus  en  plus  complexes.  Revenantalors 
par  l'analyse  de  ces  ensembles  à  leurs  éléments 
primitifs,  on  déduit,  des  rapports  de  ces  éléments 
entre  eux  et  de  ces  éléments  aux  ensembles,  les 
rapports  de  ces  ensembles  eux-mêmes.  Par 
exemple,  on  construit  des  polygones  de  n  côtés  en 
combinant  (n  —  2)  triangles.  Partant  de  ce  rap- 
port, on  déduit  alors,  de  l'égalité  de  la  somme  des 
angles  d'un  triangle  à  deux  droits,  l'égalité  de  la 
somme  des  angles  d'un  polygone  à  2  (n  —  2) 
angles  droits.  Le  théorème  sur  les  triangles  se 
trouve  ainsi  généralisé,  puisqu'il  est  étendu  aux 
polygones  dont  les  triangles  sont  un  cas  très  spé- 
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cial.  En  effet,  on  peut  obtenir  ce  théorème  à  l'aide 
d'an  seul  syllogisme  allant  du  général  au  spécial, 
en  partant  du  théorème  sur  les  polygones,  dans  le 
cas  où  n  =  3. 

L'importance  des  principes  constructeurs  ainsi 
manifestée,  prenons  quelques  exemples  en  géo- 
métrie et  en  analyse  pour  montrer  comment, 
grâce  à  des  principes  formateurs  très  simples,  on 
peut  construire  des  objets  complexes  ou  des  en- 
sembles infinis  d'objets  simples  ou  complexes  (1). 

En  partant  de  l'axiome  d'ordre  suivant  :  «  Si  A 
et  B  sont  deux  points  d'une  droite,  il  existe  tou- 
jours sur  la  droite  au  moins  un  point  C  qui  est 
entre  A  et  B  »,  on  peut  démontrer  le  théorème 
suivant  :  «  Si  on  a  deux  points  d'une  droite,  il 
existe  un  nombre  infini  des  points  distincts  entre 
eux.  »  En  effet,  l'hypothèse  formulée  est  logique- 
ment possible  en  vertu  du  postulat  d'existence  6 
et  du  principe  formateur  1  des  axiomes  de  l'ap- 
partenance. A  et  fB  étant  ainsi  deux  points  d  une 
droite,  en  vertu  du  principe  précédent,  il  existe 
au  moins  un  point  C  entre  A  et  B.  Mais  A  et  C 
étant  deux  points  d'une  droite,  en  vertu  du  même 
principe,  il  existera  un  point  D  entre  A  et  C.  En 

(i)  Cf.  Richard,  Sur  la  philosophie  des  mathématiques t 
ch.  n. 
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appliquant  par  récurrence  le  même  principe,  on 
obtiendra  un  nombre  indéfini  de  points.  On  voit 
donc  que,  deux  points  étant  donnés,  un  seul  prin- 
cipe formateur  nous  permet  d'en  construire  une 
infinité  d'autres.  Prenons  à  présent  le  premier 
principe  formateur  de  la  géométrie  :  «  Si  deux 
points  distincts  sont  donnés,  il  existe  une  droite  à 
laquelle  appartiennent  ces  deux  points.  »  Envi- 
sageons une  circonférence  et  un  point  pris  hors 
d'elle  :  on  pourra,  en  vertu  du  principe  précédent, 
mener  une  infinité  de  droites  par  ce  point  à  l'en- 
semble des  points  de  la  circonférence  :  l'ensemble 
des  droites  ainsi  construites  formera  un  nouvel 
objet,  le  cône  à  base  circulaire.  En  vertu  du  théo- 
rème formateur  :  «  Si  une  droite  a  est  donnée  et 
un  point  A  appartenant  à  cette  droite,  il  existe  en 
A  un  plan  perpendiculaire  à  cette  droite  (qui  la 
coupe)  »,  on  pourra  toujours  mener  un  plan  quel- 
conque qui  coupera  les  droites  dont  l'ensemble 
forme  le  cône  ci- dessus  défini.  On  obtiendra  alors, 
dans  le  plan,  un  ensemble  de  points  formant  une 
conique,  par  suite  un  nouvel  objet  à  étudier.  On 
voit  comment  les  principes  et  les  théorèmes  for- 
mateurs permettent  de  construire  de  nouveaux 
objets. 

En  analyse,  le  spectacle  est  le  même,  sauf  que 
les  nouveaux  objets  construits  à  l'aide  des  prin- 
Rougier,  8 
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cipes  formateurs  s'obtiennent  par  correspondance 
et  abstraction  plutôt  que  par  addition  et  multipli- 
cation logiques.  En  arithmétique,  pour  construire 
la  sérié  infinie  des  nombres  entiers  positifs,  en 
partaîit  des  notions  de  l'unité  et  de  l'addition,  il 
suffit  d'invoquer  un  seul  principe  formateur  :  «  Si 
7i  est  un  nombre  entier  positif  quelconque,  il 
existé  un  nouveau  nombre  x  appelé  le  suivant  de 
ri,  tel  que  x=  n  H-  1.  »  En  partant  de  l'unité  et  en 
appliquant  ce  principe,  on  obtient  par  récurrence 
la  suite  indéfinie  des  nombres  entiers.  Ces  nombres 
sont  définis,  comme  on  le  voit,  par  récurrence  ; 
aussi,  quand  on  voudrâ  démontrer  une  propriété 
au  sujet  de  l'ensemble  des  nombres  entiers,  il 
faudra  raisonner  par  récurrence  en  montrant  que, 
si  elle  est  vraie  de  1  et,  à  supposer  qu'elle  soit 
vraie  de  n,  si  elle  est  vraie  de  77  4-  i ,  elle  est  vraie 
alors  de  tous  les  nombres  entiers. 

Dans  la  théorie  des  fonctions,  étant  données  des 
fonctions  de  x,  on  obtient  de  nouvelles  tonctions 
en  exécutant  sur  elles  les  opérations  arithmé- 
tiques, additioti,  soustraction,  multiplication,  di- 
vision, élévation  à  la  puissance,  extraction  de  ra- 
cines, etc.  En  répétant  le  même  procédé  sur  les 
fonctions  ainsi  obtenues,  on  en  obtient  indéfini- 
ment de  nouvelles.  Ce  n'est  toutefois  pas  grâce  à 
ce  procédé  de  formation  que  s'est  développée  la 
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théorie  des  fonctions.  Symétriquement  au  théo- 
rème formateur  suivant  :  «  Si  une  série  conver- 
gente de  nombres  entiers  ou  fractionnaires  est 
donnée,  il  existe  un  nombre  nouveau,  commensu- 
rable  ou  incommensurable,  qui  en  est  la  limite  », 
on  à  pu  démontrer  cet  [autre  théorème  :  |«  Si  une 
série  convergente  de  fonctions  est  donnée,  il  existe 
une  nouvelle  fonction  qui  en  est  la  limite.  »  On 
obtient,  grâce  à  ce  principe,  un  procédé  très  fé- 
cond polir  définir  de  nouvelles  fonctions  plus  in- 
téressantes que  les  premières.  —  Au  lieu  de  séries 
convergentes  de  fonctions,  on  petit  avoir  des  suites 
dénombrables  dé  fonctions  croissantes.  Le  théo- 
rème de  Paul  du  Bois  Reymond  énonce  dans  ce 
cas  un  principe  formateur  qui  est  exactement 
l'analogue  de  celui  invoqué  pour  les  nombres  en- 
tiers positifs  :  «  Étant  donnée  une  siiite  dériom- 
brable  quelconque  (<p)  de  fonctions  croissantes,  il 
existe  toujours  une  fonction  croissante  ù  (x)  plus 
grande  que  chacune  d'elles,  c'est-à-dire  telle  qu'on 
ait,  quel  que  soit  m,  <p  (x)  <  ?  m  (x).  » 

Voyons,  pour  terminer,  comment  Cantor  s'y  est 
pris  pour  créer  de  nouveaux  ensembles,  appelés 
ensembles  transfinis.  C'est  en  posant  ce  nouveau 
principe  formateur  :  «  Étant  donnée  une  succes- 
sion quelconque  déterminée  de  nombres  entiers 
réels  définis,  parmi  lesquels  il  n'y  en  a  pas  qui 
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soit  plus  grand  que  tous  les  autres,  il  existe  un 
nombre  nouveau  qui  est  la  limite  des  premiers, 
c'est-à-dire  qui  est  défini  comme  étant  immédia- 
tement supérieur  à  tous  ces  nombres  ».  Soit  la 
série  des  nombres  entiers  positifs.  On  peut  définir 
chacun  de  ses  nombres  par  l'addition  d'une  unité 
au  nombre  précédent,  et,  dans  la  suite  infinie  de 
nombres  ainsi  construits,  il  n'y  en  a  pas  un 
qui  soit  plus  grand  que  tous  les  autres.  En  vertu 
du  nouveau  principe  formateur,  on  peut  alors 
poser  le  nombre  w  comme  la  limite  vers  laquelle 
tendent  les  nombres  entiers  positifs,  c'est-à-dire 
comme  le  nombre  ordinal  transfini  qui  est  immé- 
diatement supérieur  à  tous  ces  nombres.  Invo- 
quant alors  le  principe  de  formation  des  nombres 
finis,  qui  lui  permet  d'associer  w  avec  les  unités 
primitives,  Cantor  obtient  un  premier  ensemble 
de  nombres  transfinis  : 

ta,     co  4-  1,     to     2...a)  -f-  n. 

Revenant  au  second  principe  formateur,  il  con- 
sidère le  symbole  or  comme  le  nombre  transfini 
limite  de  ce  premier  ensemble  ;  et,  en  invoquant  le 
premier  principe  formateur,  il  pose  le  nouvel  en- 
semble de  nombres  transfinis  : 


Ci)  2 .  U)3  G)4...U)n 
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En  vertu  du  second  principe,  o/°  est  le  nombre 
vers  lequel  tend  ce  second  ensemble  ;  et,  en  vertu 
du  premier  principe,  on  peut  écrire  alors  le  nouvel 
ensemble  : 

ainsi  de  suite  indéfiniment. 

IV.  —  L'ORIGINE  PSYCHOLOGIQUE  DES  MÉPRISES 
SUR  LA  DÉMONSTRATION  MATHÉMATIQUE 

Suivant  la  conception  que  nous  tendons  à  faire 
prévaloir,  une  théorie,  en  tant  que  déductive,  est 
un  enchaînement  de  propositions  formelles  re- 
posant sur  un  système  cohérent  et  suffisant  de 
symboles  non  définis  (désignant  des  objets  ou  des 
relations)  et  de  principes  non  démontrés.  La  va- 
leur logique  de  la  théorie  est  absolument  indé- 
pendante du  sens  concret  de  ces  symboles  et  de  la 
vérité  intuitive  de  ces  principes,  si  bien  qu'en  pa- 
raphrasant Russell  :  «  dans  toute  théorie  déduc- 
tive, on  ne  sait  ni  de  quoi  l'on  parle  ni  si  ce  que 
l'on  dit  est  vrai  ».  Le  développement  de  la  théorie 
consiste  :  1°  à  construire  de  nouveaux  objets  grâce 
aux  opérations  de  la  logique  (addition,  multipli- 
cation, abstraction,  correspondance,  itération)  qui 
rendent  possible  l'établissement  de  nouvelles  défi- 
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nitions  nominales,  et  grâce  aux  postulats  d'exis- 
tence et  aux  principes  formateurs,  qui  permettent 
de  faire  suivre  ces  définitions  nominales  de  théo- 
rèmes d'existence  établissant  la  possibilité  logique 
des*  nouveaux  objets  définis  ;  2°  à  déduire  de  nou- 
velles propositions,  au  sujet  des  objets  donnés  ou 
construits,  par  réunion,  interférence,  implication, 
substitution  de  systèmes  de  propositions  suivant 
les  règles  de  la  logique,  et  cela,  sans  jamais  recou- 
rir à  Vintuition.  Toute  théorie  déductive  est  ainsi 
une  forme  pure,  qui  repose  sur  des  symboles  non 
définis  et  les  lois  de  leur  combinaison,  qu'il 
s'agisse  de  géométrie,  d'analyse,  ou  d'économie 
politique. 

D'où  vient  que  tant  de  logiciens  avisés  ont  cru 
le  contraire,  surtout  en  ce  qui  concerne  les  dé- 
monstrations géométriques  ;  d'où  vient  que  Kant 
ait  pu  écrire  :  «  seule  une  preuve  apodictique  en 
tant  qu'intuitive  peut  s'appeler  démonstration  »  ? 
—  De  ce  que  ces  auteurs  ont  pris  comme  type  de  dé- 
monstrations parfaites  celles  des  Éléments  d'Eu- 
clide.  Or,  bien  que  l'effort  constant  du  mathéma- 
ticien grec  eût  été  de  s'affranchir  de  toute  intui- 
tion en  démontrant  les  propositions  même  les 
plus  évidentes  et  en  ramenant  chaque  démons- 
tration à  une  suite  de  syllogismes  hypothétiques 
ou  d'équivalences,  il  échoua,  en  partie,  faute  de 
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s'être  nettement  j-endu  compte  d  une  des  condi- 
tions exigibles  pour  toute  théorie  déductive  :  celle 
de  reposer  sur  un  système  suffisant  de  notions  et 
de  propositions  premières. 

Euclide  part  des  notions  de  point,  ligne,  droite. 
Il  en  donne  des  définitions  purement  descriptives, 
dont  on  ne  peut  rien  tirer  dans  la  suite  des  dé- 
ductions. Il  énonce  alors,  sous  Je  nom  de  postulats, 
des  propositions  géométriques  indémontables  qui 
correspondent,  sauf  une,  à  nos  principes  forma- 
teurs. On  peut  }ps  énoncer  en  langage  moderne  de 
la  façon  suivante  : 

1.  Si  deux  points  distincts  sont  donnés,  il  existe 
une  droite  à  laquelle  appartiennent  ces  deux  points. 

2.  Si  un  segment  rectiligne  est  donné,  il  existe 
une  droite  à  laquelle  appartient  ce  segment. 

3.  Si  un  point  est  donné,  il  pxiste  un  ensemble 
infini  de  points  sur  un  même  plan  à  égale  distance 
de  ce  point,  quelle  que  soit  cette  distance. 

4.  Les  angles  droits  sont  congruents  (axiomes  de 
relation). 

5.  Si  une  droite  a  et  un  point  hors  de  cette  droite 
appartiennent  à  un  même  plan,  il  existe  une  droite 
b  et  une  seule,  appartenant  à  ce  plan  et  passant 
par  ce  point,  telle  qu'aucun  point  commun  n'ap- 
partienne à  (a  x  h). 

6.  Deux  points  déterminent  une  seule  droite. 
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Euclide  énonce  à  la  suite  certaines  propositions 
qu'il  appelle  axiomes  : 

1°  Des  choses  égales  à  une  même  chose  sont 
égales  entre  elles  :  c'est  le  principe  logique  de  la 
transitivité  de  l'égalité. 

2°  Si  à  des  choses  égales  on  ajoute  des  choses 
égales,  les  sommes  sont  égales.  Cette  proposition 
correspond  à  un  théorème  de  logistique  : 

a  =  b  :  <<  :  ac  =  bc  ; 

3°  Si  de  choses  égales  on  retranche  des  choses 
égales,  les  restes  sont  égaux.  C'est  encore  un  théo- 
rème logique,  qui  est  la  réciproque  du  précè- 
dent. 

4°  Le  tout  est  plus  grand  que  la  partie  :  c'est  la 
définition  des  ensembles  finis. 

5°  Les  choses  qui  coïncident  sont  égales.  C'est 
un  axiome  géométrique  qui  devrait  correcte- 
ment s'énoncer  :  la  congruence  entre  deux  figures 
est  une  relation  réflexive,  symétrique  et  transi- 
tive. 

Il  est  évident  que  ce  système  de  principes  lo- 
giques et  de  principes  géométriques  n'est  pas  suf- 
fisant pour  déduire  formellemént  tous  les  théo- 
rèmes de  la  géométrie  élémentaire.  Euclide  in- 
voque d'autres  règles  logiques  que  celles  qu'il  a 
posées,  par  exemple,  la  règle  du  syllogisme  hypo- 
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thétique.  Gomme  il  ne  dispose  pas,  d'autre  part, 
d'un  nombre  suffisant  d'axiomes  géométriques 
explicitement  formulés,  il  est  forcé  de  faire  impli- 
citement appel  à  de  nouveaux  axiomes  sous  la 
forme  de  recours  à  l'intuition.  Russell  a  montré 
combien  étaient  nombreux  les  principes  ainsi  im- 
plicitement introduits,  rien  que  dans  la  démons- 
tration des  26  premiers  théorèmes  des  Éléments  (1). 

Quels  sont  les  axiomes  qu'Euclide  a  passés  sous 
silence  ?  Nous  venons  de  voir  qu'il  a  énoncé 
l'axiome  des  parallèles  et  qu'il  a  pressenti  ceux  de 
l'appartenance  et  de  la  congruence.  Mais  il  est  une 
catégorie  d'axiomes  qu'Euclide  a  tout  à  fait  omis: 
ce  sont  ceux  de  l'ordre,  que  Pasch  énonça  pour  la 
première  fois,  sous  une  forme  définitive,  en 
1882(2).  Ils  se  rapportent  à  la  distribution  linéaire 
(continuité  et  succession)  des  points  d'une  droite 
et  d'un  plan.  Ils  expriment,  par  exemple,  que  sur 
une  droite,  si  deux  points  A  et  B  sont  donnés,  l'un 
précède  l'autre  ;  si  A  précède  B,  et  B  précède  C,  le 
point  A  précède  le  point  C  ;  si  A  et  B  sont  deux 
points  d'une  droite,  il  existe  au  moins  un  point 
intermédiaire  C,  tel  que  A  le  précède  et  B  le  suive; 
si,  dans  un  plan,  trois  segments  non-collinéaires 

(1)  B.  Russkll,  The  principles  of  mathematics ,  p.  l\oli-l\o8. 

(2)  Pasch,  Vorlesungen  tiber  neuere  Géométrie,  Leipzig, 
1882. 
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sont  donnés,  toute  droite  du  plan  qui  a  un  point 
commun  avec  un  premier,  a  aussi  un  point  com- 
mun avec  l'un  des  deux  autres.  De  ces  axiomes,  on 
peut  rapprocher  ceux  sur  la  continuité  d'Archi- 
mède  et  de  Gantor,  qui  n'interviennent  pas  dans  la 
géométrie  rectiligne  élémentaire,  et  dont  le  pre- 
mier est  implicitement  contenu  dans  la  quatrième 
définition  du  cinquième  livre  des  Éléments.  Ces 
axiomes  ont  une  nature  particulière  :  si  on  rem- 
place, dans  leur  énoncé,  les  termes  de  droite  et  de 
plan  par  ceux  correspondants  de  ligne  et  de  sur- 
face, on  obtient  les  axiomes  de  ÏAnalysis  Situs. 

UAnalysis  Situs  ou  théorie  du  continu  est  une 
géométrie  purement  qualitative,  qui  étudie  les 
lignes  et  les  surfaces  uniquement  au  point  de  vue 
de  leur  continuité  et  de  Tordre  des  points  qui  les 
composent.  A  ce  point  de  vue,  une  droite  et  une 
ligne  ouverte  quelconque  ontles  mêmes  propriétés. 
Il  en  est  de  même  d'un  cercle  et  d'une  ellipse  ou 
d'une  courbe  fermée  quelconque,  d'une  sphère  ou 
d'une  surface  convexe  quelconque,  mais  non  d'un 
cercle  et  d'une  parabole,  ou  d'une  sphère  et  d'un 
tore,  puisque  la  parabole  est  ouverte  et  que  le  tore 
présente  un  trou.  D'une  façon  générale,  deux  li- 
gures sont  égales  dans  cette  géométrie,  si  l'on  peut 
passer  de  l'une  à  l'autre  par  une  transformation 
continue  quelconque.  On  se  borne  ainsi  à  étudier 
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les  propriétés  des  figures  qui  restent  invariantes, 
quand  on  passe  d'un  modèle  parfait  à  une  copie 
mal  faite  qui  en  altère  les  proportions  et  remplace 
les  droites  et  les  cercles  par  des  lignes  ouvertes  et 
fermées  singulièrement  zigzaguées.  Des  proposi- 
tions de  cette  géométrie  nous  avons  une  intuition 
sensible  immédiate,  parce  qu'elles  résument  un 
nombre  considérable  d'expériences  journalières 
accomplies  sur  des  objets  familiers  dans  l'espace 
représentatif.  Aussi,  les  premiers  géomètres  n'ont 
pas  cru  devoir  démontrer  d'aussi  évidentes  vérités  : 
par  exemple,  que  «  deux  courbes  fermées  planes  se 
coupent  en  un  nombre  pair  de  points.  »  Ils  ne  les 
ont  pas  formulées  en  corps  de  doctrine,  c'est-à-dire 
sous  forme  de  théorie  déductive  formée  d'axiomes 
et  de  théorèmes.  Mais,  dans  la  géométrie  métrique, 
il  est  impossible  d'étudier  les  propriétés  métriques 
des  figures  en  faisant  abstraction  de  leur  proprié- 
tés qualitatives  étudiées  en  Analysis  Situs.  Faute 
alors  d'avoir  fondé  cette  science,  faut  d'avoir  in- 
troduit explicitement  en  géométrie  métrique  les 
axiomes  de  l'ordre  et  de  la  continuité,  il  a  fallu  y 
suppléer,  dans  la  démonstration  des  théorèmes 
euclidiens,  en  recourant  aux  constatations  de  fait 
que  nous  procure  «  la  simple  inspection  des  fi- 
gures ».  Cette  inspection  nous  montre  que  les 
figures  «  se  coupent  »  ou  «  tombent  »  les  unes  sur 
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les  autres  ;  et,  ces  propriétés  qualitatives  demeu- 
rant vraies  même  si  on  altère  les  figures  d'une  fa- 
çon continue,  la  boutade  classique  mérite  d'être 
prise  à  la  lettre  :  «  la  géométrie  est  l'art  de  raison- 
ner bien  sur  des  figures  mal  faites  ».  C'est,  pareille- 
ment, faute  d'avoir  énoncé,  à  l'aide  d'axiomes,  les 
propriétés  de  la  congruence  des  segments  et  des 
angles,  rendues  trop  évidentes  par  l'habitude  jour- 
nalière de  voir  des  corps  solides  se  déplacer, 
qu'Euclide  a  dû  joindre,  dans  ses  démonstrations, 
aux  constatations  de  fait  énoncées  à  la  simple 
inspection  de  la  figure,  des  opérations  physiques 
telles  que  le  transport  d'une  figure  sur  une  autre, 
le  retournement  d'une  figure  sur  sa  propre  trace, 
la  rotation  d'une  droite  autour  d'un  point  pris 
comme  charnière,  etc. 

Cette  pseudo-rigueur  des  démonstrations  eucli- 
diennes a  fourvoyé  bon  nombre  d'excellents  logi- 
ciens, qui,  faisant  l'analyse  des  démonstrations 
d'Euclide,  ont  cru  faire  celle  d'un  modèle  achevé  de 
théorie  déductive.  Elle  a  commis  d'autres  méfaits. 
C'est  pour  n'avoir  pas  vu  que  ces  démonstations 
offrent  un  déconcertant  mélange  de  déductions 
nécessaires  et  de  simples  constatations  intuitives, 
que  Kant,  croyant  de  bonne  foi  qu'un  résultat  pro- 
curé intuitivement  en  partie  peut  s'accompagner 
de  nécessité  intelligible  et  d'évidence  apodictique, 
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fut  conduit  à  sa  ruineuse  théorie  des  mathéma- 
tiques, dont  il  fit  la  base  de  son  Criticisme,  et  dont 
rétonnant  succès  auprès  des  penseurs  du  xixe  siècle 
manifeste  le  regrettable  divorce  de  la  philosophie 
et  de  la  science  (1). 

(i)  Cf.  Louis  Rougier,  En  marge  de  Curie,  de  Carnot  et 
d'Einstein,  p.  196-199. 


CONCLUSION 


LA  NATURE  FORMELLE 
DÉS  THÉORIES  DÈDUCTIVES 


Le  caractère  purement  formel  des  démonstra- 
tions mathématiques,  sûr  lequel  nous  venons  de 
si  largetnent  insister,  fait  quelles  constituent  des 
barèmes  de  déductions  toutes  faites,  d'implications 
formelles  indépendantes  de  tout  contenu,  susceptibles 
dêtre  appliquées  à  n  importe  quelle  inatière.  C'est 
ainsi  qu'on  peut  les  appliquer  à  des  grandeurs  dé- 
terminées de  toute  nature,  discrètes  ou  continues, 
arithmétiques,  géométriques  ou  physiques.  On  peut 
également  s'en  servir  en  partant  de  grandeurs  indé- 
terminéeset  defotictiôns  sans  forme  précise  dont  on 
connaît  seulement  certains  caractères  généraux  : 
d'être  croissantes  ou  décroissantes  , continues  ou 
périodiques,  réelles  entre  certaines  limites.  On  peut 
enfin  les  appliquer  à  des  prémisses  qualitatives 
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pour  en  déduire,  plus  commodément  et  avec  plus  de 
sûreté,  les  conséquences  qualitatives  quelles  com- 
portent. Il  suffit  pour  cela  de  formuler  ces  pré- 
misses à  l'aide  de  grandeurs  indéterminées  et  de 
fonctions  arbitraires,  assujetties  simplement  à  sa- 
tisfaire certaines  conditions  générales  traduisant 
les  tendances  qualitatives  des  variations  conco- 
mitantes des  phénomènes  envisagés  :  on  peut,  en 
partant  de  semblables  données,  déduire  rigou- 
reusement des  relations  générales  très  précises. 
C'est  ce  rôle  heuristique,  à  titre  d'instrument  de 
déduction,  que  jouent  les  mathématiques  dans 
des  sciences  telles  que  l'économie  politique  (1), 
dont  les  notions  fondamentales,  comme  celle  de  la 
valeur,  ne  paraissent  pas  encore  susceptibles  d'une 
définition  objective  et  quantitative. 

Ce  formalisme  des  démonstrations  mathéma- 
tiques, plus  généralement  de  toute  démonstration 
en  tant  que  telle,  Auguste  Comte  l'avait  déjà  en- 
visagé, qui  voyait  dans  les  mathématiques  pures 
une  promotion  de  la  logique,  étendue  à  certains 
ordres  de  déductions.  C'est  lui  qui  rend  si  difficile 
la  démarcation  exacte  entre  la  logique  et  la  ma- 

(1)  Cf.  La  théorie  de  V économie  politique,  par  W.  Stan- 
ley Jevons,  Giard  et  Brière,  1909,  préface  de  Paul  Pain- 
levé,  p.  XVI,  XVII,  XIX. 
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thématique.  Il  semble,  en  effet,  qu'on  ne  puisse 
définir  celle-ci  par  son  objet,  puisqu'elle  fait  pré- 
cisément abstraction  de  la  nature  intuitive  et  con- 
crète des  notions  sur  lesquelles  elle  raisonne,  les 
traitant  comme  des  symboles  non  définis,  sus- 
ceptibles des  interprétations  les  plus  diverses. 
Elle  ne  se  distingue  pas,  d'autre  part,  de  la  lo- 
gique par  sa  méthode.  Aussi,  certains  penseurs 
sont-ils  venus  à  confondre  les  deux  disciplines. 
C'est  Pieri  déclarant  que  :  «  la  mathématique  est 
la  science  qui  tire  des  conséquences  néces- 
saires (1)  »,  c'est-à-dire  l'étude  des  raisonnements 
formellement  nécessaires  applicables  à  tout  ordre 
de  matières,  ce  qui  est  la  conception  même  que  se 
font  de  leur  science  les  Logisticiens  ;  c'est  encore 
Russell  soutenant  que  la  mathématique  pure  est 
l'ensemble  des  implications  formelles  indépen- 
dantes de  tout  contenu.  M.  Padoa  (2),  au  troi- 
sième Congrès  international  de  philosophie,  a 
montré  que  la  question  revenait  à  savoir  si  la 
théorie  des  relations,  tondée  sur  la  notion  de 
«  couple  »,  doit  figurer  ou  non  dans  le  domaine 

(1)  American  Journal  of  Mathematics,  t.  IV,  p.  97-229 
(1881). 

(2)  A  Padoa,  D'où  convient-il  de  commencer  l'arith- 
métique, Revue  de  métaphysique  et  morale,  191  ï,  p.  5Z;9~ 
554. 
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de  la  Logique,  ce  qui  est  affaire  d'opportunisme, 
de  commodité,  et?  par  suite,  de  convention.  Mais, 
quoi  qu'il  en  soit,  il  convient  de  remarquer  que 
toute  démonstration,  prise  dans  n'importe  quelle 
science,  appliquée  à  n'importe  quelle  matière, 
n'est  une  démonstration  qu'autant  qu'elle  se  com- 
pose d'une  suite  d'implications  formelles,  dont  la 
validité  est  indépendante  du  contenu  auquel  on 
les  applique. 

Ce  qui  est  vrai  d'une  démonstration  isolée,  Test 
encore  de  toute  théorie  déductive,  envisagée 
dans  son  ensemble.  Celle-ci  se  présente  comme  un 
ensemble  de  relations  logiques  entre  des  sym- 
boles non  définis  nominalement,  qui  peuvent  dé- 
signer, soit  des  objets  singuliers  ou  des  classes 
d'objets  dont  l'existence  a  été  postulée  ou  cons- 
truite, soit  des  relations  spéciales  entre  ces  objets, 
propres  à  la  science  qu'on  étudie.  Son  développe- 
ment comporte  un  double  processus  :  construc- 
tion de  nouveaux  objets  à  partir  de  ceux  qui  sont 
donnés,  grâce  aux  opérations  logiques  d'addition, 
de  multiplication,  de  correspondance,  d'abstrac- 
tion, etc.,  en  faisant  suivre  ces  définitions  nomi- 
nales de  théorèmes  d'existence  qui  montrent  que 
les  nouveaux  objets  construits  ne  sont  pas  contra- 
dictoires ,  et  cela  en  s'appuyant  sur  les  postulats 
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d'existence  et  les  principes  formateurs  ;  déduction 
de  nouveaux  rapports  entre  les  objets  postulés  ou 
construits,  par  réunion,  interférence,  implication, 
substitution  des  systèmes  de  rapports  établis 
dans  les  axiomes  ou  résultant  de  la  construction 
d'objets  nouveaux. 

Une  théorie  déductive  n'a,  dès  lors,  qu'une  valeur 
simplement  formelle  :  c'est  un  enchaînement  de 
propositions  formelles,  reposant  sur  des  symboles 
non  définis  et  sur  les  lois  de  leur  combinai- 
son. Aussi  admet-elle  plus  d'une  interprétation 
intuitive,  et,  par  suite,  plusieurs  applications  ma- 
tériellement différentes.  En  celà,  elle  nous  per- 
met de  réaliser  une  économie  considérable  de 
pensée,  puisque  nous  pouvons  transporter,  sans 
plus  les  refaire,  la  série  des  déductions  établies  au 
sujet  d'un  certain  groupe  d'objets  ou  d'un  certain 
ordre  de  phénomènes,  à  des  objets  et  à  des  phé- 
nomènes d'un  genre  différent,  comme  il  arrive 
continuellement  dans  les  théories  de  la  physique 
mathématique,  si  bien  que,  des  théories,  d'origine 
fort  différente,  deviennent  des  «  modèles  »,  des 
u  illustrations  »,  des  «  interprétations  »,  ou  même 
des  a  explications»  les  unes  des  autres,  suggérant 
ainsi  l'idée  de  leur  rapprochement  et  révélant  des 
analogies  insoupçonnées.  Par  exemple,  Lord  Kel- 
vin s'aperçoit  que  l'on  peut  passer  de  la  théorie 
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de  Fourier  sur  la  propagation  de  la  chaleur  à  celle 
de  l'attraction,  en  remplaçant,  dans  les  formules, 
la  température  par  le  potentiel  et  la  chute  de 
température  par  la  force  :  Maxwell  en  conclut, 
conformément  aux  vues  de  Faraday,  que  les  ac- 
tions à  distance  pourraient  bien  se  ramener  à  des 
actions  de  contact.  De  même  l'hydrodynamique  et 
la  théorie  de  la  chaleur  suggèrent  aux  électriciens 
la  notion  féconde  de  flux  de  force.  Par  une  sorte  de 
prêté-rendu  incessant  entre  la  forme  et  la  matière 
des  théories,  ce  sont  tantôt  les  analogies  phy- 
siques qui  sont  révélatrices  d'analogies  mathé- 
matiques, manifestées  alors  par  une  modification 
légère  dans  la  forme  des  équations  ou  le  choix 
d'un  système  d'unités  convenables  ;  tantôt  ce  sont 
les  analogies  mathématiques  qui  sont  révéla- 
trices d'analogies  physiques.  La  comparaison 
d'une  canalisation  électrique  à  une  distribution 
d'eau  conduit  Bjerkness  à  monter  que,  moyen- 
nant un  certain  système  d'unités  électriques,  les 
formules  des  phénomènes  électriques  et  hydro- 
dynamiques sont  identiques  ;  la  similitude  des 
équations  de  la  propagation  de  la  lumière  et  de 
celles  des  ondes  électriques  conduit  Maxwell  à  la 
théorie  électromagnétique  delà  lumière. 

Ce  qui  est  vrai  de  la  physique  théorique  l'est,  a 
fortiori,  des  mathématiques.  Pour  prendre  des  cas 
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familiers  :  en  géométrie  projective,  les  théorèmes 
restent  vrais  si  l'on  substitue  le  point  à  la  droite 
dans  le  plan,  le  point  au  plan  dans  l'espace,  la 
droite  au  plan  dans  la  gerbe.  Pareillement,  la  géo- 
métrie de  l'espace  ponctuel  est  identique  à  la  géo- 
métrie des  sphères  de  Sophus  Lie  :  un  point,  au 
lieu  de  correspondre  à  deux  droites  qui  se  coupent, 
correspond  à  deux  sphères  tangentes  ;  une  sur- 
face, au  lieu  d'être  un  système  de  points  ou  en- 
veloppe de  droites,  est  l'ensemble  de  toutes  les 
sphères  qui  la  touchent,  etc.,  si  bien  que  les  deux 
géométries,  se  correspondant  biunivoquement, 
sont  formellement  identiques.  La  géométrie  des 
figures  du  premier  degré  s'avère  comme  formelle- 
ment équivalente,  quand  on  fait  abstraction  de 
leur  objet  particulier,  à  la  géométrie  des  systèmes 
de  points  d'une  conique,  à  la  géométrie  du  plan 
avec  une  conique  fondamentale,  à  la  géométrie 
métrique  projective  générale  du  plan,  et,  en  fai- 
sant correspondre  les  transformations  linéaires 
d'une  variable  complexe  sur  le  plan  au  groupe 
des  rayons  vecteurs  réciproques  limité  aux  trans- 
formations réelles,  à  la  géométrie  des  rayons 
vecteurs  réciproques.  Les  planimétries  de  Lobats- 
chewsky  et  de  Riemann  ont  trouvé  leur  inter- 
prétation euclidienne  avec  Beltrami,  qui  les 
considère  comme  les  métriques  des  surfaces  à 
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courbure  constante  négative  et  positive.  Ces 
mêmes  géométries  à  trois  dimensions  ont  trouvé  : 
leur  interprétation  projective  avec  Poincaré,  qui 
utilise  les  géométries  quadratiques,  et  avec  Klein, 
qui  se  sert  de  la  détermination  métrique  générale 
de  Cayley  ;  et  leurs  interprétations  euclidiennes, 
avec  Poincaré,  qui  a  montré  que  les  groupes  mé- 
triques non-euclidiens  sont  identiques  aux  groupes 
de  transformations,  qui  conservent  les  angles  et 
une  sphère  fixe  jéelle  ou  imaginaire  ;  aux  groupes, 
transformés  des  précédents  par  la  transformation 
de  Cayley,  qui  conservent  les  droites  et  une  sphère 
fixe  réelle  ou  imaginaire;  aux  groupes  enfin, 
transformés  des  premiers  par  inversion,  qui  con- 
servent un  plan  fondamental  (1). 

On  voit  par  là  comment  les  théories  déductives, 
en  se  dégageant  de  la  gangue  de  leurs  interpréta- 
tions concrètes  primitives,  comme  l'insecte  par- 
fait sort  de  sa  chrysalide,  gagnent  en  généralité 
ce  qu'elles  perdent  en  détermination,  et  réalisent, 
en  devenant  des  formes  abstraites  applicable 
aux  matières  les  plus  diverses,  une  considérable 
économie  de  pensée. 

(i)  C'est  ce  que  nous  avons  longuement  développé 
dans  notre  ouvrage  :  La  philosophie  géométrique  d'Henri 
Poincaré,  1920. 
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